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Chapitre |l

Méthodes itératives

Dans les deux chapitres qui précédent, nous avons considéré divers problémes : optimisa-
tion linéaire, résolution de systémes linéaires, décomposition triangulaire d’une matrice
inversible (ou d’une matrice qui s’en déduit par une permutation de lignes), détermination
des coefficients du polyndme caractéristique d’une matrice, détermination du nombre de
racines réelles d’un polynéme a coefficients réels contenues dans un intervalle donné, . ..
Toutes les méthodes étudiées alors aboutissent a la solution du probléme considéré apres un
nombre fini d’opérations, et la solution ainsi déterminée est exacte (aux erreurs d’arrondi
pres, dues a la précision nécessairement finie des opérations arithmétiques portant sur des
nombres réels). De telles méthodes sont dites directes.

Nous allons maintenant étudier des méthodes d’une nature différente, appelées méthodes
itératives, qui consistent a déterminer successivement les termes d’une suite de solutions
approchées du probléme considéré. Lorsque I’application de la méthode est justifiée, la
suite ainsi formée converge vers la solution exacte du probléme. Le premier terme de
la suite est choisi de maniére plus ou moins arbitraire, puis chacun des termes suivants
est calculé a partir du terme précédent (ou, parfois, de plusieurs termes précédents).
L’ opération qui consiste a calculer un terme de plus de la suite de solutions approchées
est appelée itération. En pratique, on effectue seulement un nombre fini d’itérations; on
s’arréte lorsqu’on estime que la derniére solution approchée obtenue est suffisamment
proche de la solution exacte pour I’usage qu’on veut en faire.

Par leur principe méme, les méthodes itératives font intervenir la notion de convergence
d’une suite, qui est une notion topologique. C’est pourquoi nous allons rappeler brievement
quelques notions de topologie, relatives aux espaces vectoriels normés.

1. Espaces métriques, espaces vectoriels normés

1.1. Définition.— On appelle distance sur un ensemble non vide E une application
d: E x E — R qui vérifie les propriétés suivantes :

(i) Propriété de symétrie : pour tous z et y € E,
d(z,y) = d(y, ).
(if) Inégalité du triangle : pour tous x, y et z € E,
d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2) .
(iii) Deux éléments z et y de E vérifient d(z,y) = 0 si et seulement si x = y.

L’ensemble E muni de la distance d est appelé espace métrique et noté (E, d).
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1.2. La deuxiéme inégalité du triangle. — Soit (E, d) un espace métrique, z, y et z trois
points de E. D’apres I’inégalité du triangle, nous avons

d(z,y) <d(z,2) +d(z,y) et d(zy) <d(z,z)+d(z,y).
Compte tenu de la symétrie de d, nous en déduisons

d(.ﬁ,y) - d(Z, y) < d(.’L‘, Z) et d(z7 y) - d(x,y) < d(xa Z) ’
d’ou nous déduisons I’inégalité tres souvent utile, appelée deuxieme inégalité du triangle,

d(éE, Z) > |d("I’.7 y) - d(z7 y)‘ .

1.3. Définitions. — Soit (E,d) un espace métrique.
1. Soit x un point de E et r un réel strictement positif. On appelle boule ouverte de
centre z et de rayon r, et on note B(z,r), ’ensemble des points y de E qui vérifient
d(z,y) <.
2. On appelle partie ouverte (ou ouvert) de E, la réunion d’une famille quelconque
de boules ouvertes de E. En particulier, la partie vide (réunion d’une famille vide)
est un ouvert de E.
3. Soit x un point de E. On appelle voisinage du point x toute partie V de E, telle
qu’il existe un ouvert U de FE vérifiant x € U et U C V.
4. Soit (x,, n € N) une suite d’éléments de E. On dit que cette suite converge
vers un élément | de E, ou que I'élément | de E est limite de la suite (z,,, n € N),
si pour tout voisinage V de l, il existe un entier N tel que pour tout n > N, on
ait x, € V.
5. Soit (x, , n € N) une suite d’éléments de E. On dit que cette suite est de Cauchy

si pour tout € > 0, il existe un entier N tel que, pour tous n et m vérifiant n > N
et m > N, ou ait d(xp,Ty) < €.

1.4. Commentaires. — Les hypothéses sont celles des définition précédentes.

a) Il est facile de vérifier qu’une partie U de E' est ouverte si et seulement si, pour tout
point z de U, il existe e > 0 tel que B(x,e) C U. |l est facile aussi de vérifier qu’étant
donné un point 2 de E, une partie V de FE est voisinage de z si et seulement s’il existe
e > 0tel que B(z,e) C V. On peut aisément en déduire qu’une partie U de F est ouverte
si et seulement si elle est voisinage de chacun de ses points.

b) Soit (z,,, n € N) une suite d’éléments de E. On vérifie aisément que cette suite
converge vers un élément [ de F si et seulement si, pour tout e > 0, il existe un entier n
tel que, pour tout n > N, on ait d(z,,,[) < e. On vérifie également que lorsqu’une suite
converge, I’élément [ de E vers lequel elle converge est unique.

¢) On montre qu’une suite (z,,, n € N) d’éléments de E qui converge vers un élément
[ de E est de Cauchy. La propriété réciproque n’est en général pas vraie; les espaces
métriques pour lesquels cette réciproque est vraie (définis formellement ci-dessous) sont
dits complets.
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1.5. Définition. — Un espace métrique (E,d) est dit complet si dans cet espace,

toute suite de Cauchy converge (vers un élément de cet espace).

1.6. Remarque. — La notion d’espace métrique complet est trés importante car, dans un
tel espace, on peut prouver qu’une suite converge sans avoir besoin de connaitre d’avance
I’éléement limite vers lequel elle converge : il suffit de vérifier que cette suite est de Cauchy,
ce qu’on peut faire en étudiant les distances mutuelles des termes de cette suite.

1.7. Définition. — Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C. Une norme
sur E est une application de E dans R", notée x — ||z||, qui vérifie les conditions

suivantes :

(i) pour tous A € K, x € E, on a | \z|| = |||z ;
(ii) pour tousz et y € E, on a ||z + y|| < ||z|| + ||yl ;

(iii) un élément x € E vérifie ||z|| = 0 si et seulement si z = 0.

Un espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.

1.8. Distance associée & une norme. — La donnée d’une norme z — ||z|| sur un espace
vectoriel E détermine, sur cet espace, une distance d, donnée par la formule (dans laquelle
x et y sont deux éléments de E),

d(z,y) = llz —yll.
On dit que cette distance est associée a la norme considérée. Un espace vectoriel normé
est donc un espace métrique, car on convient toujours de le munir de la distance associée
a sa norme.

1.9. Définition. — Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet (pour

la distance associée a sa norme).

1.10. Définition. —  Deux normes x — ||z[|1 et x — ||x||2 sur un espace vetoriel E
sont dites équivalentes s’il existe deux réels k > 0 et k' > 0 tels que ’on ait, pour
tout z € E,

Kzl < llzllz <kl -

1.11. Commentaires

a) Relation d’équivalence. — Soit E un espace vectoriel. La propriété, pour deux
normes sur cet espace, d’étre équivalentes, est une relation d’équivalence sur I’ensemble
des normes sur E. Cela signifie que cette relation vérifie les propriétés suivantes :

(i) une norme est équivalente a elle-méme;

(if) (symétrie); une norme z — ||z||; estéquivalente aune norme z — ||z||2 si et seulement
si lanorme z — ||z||2 est équivalente & la norme z — ||z||1;

(iii) (transitivité); si une norme = — ||z||; est équivalente & une norme = — ||z||2 et si
la norme = +— ||z||2 est équivalente & une troisiéme norme z — ||z||s, alors la norme
x > ||z||, est équivalente & la norme z — ||z||.
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b) Conséquences de I'équivalence de deux normes. — Soit E un espace vectoriel
muni d’une norme  — ||z||1, donc aussi d’une distance (z,y) — d1(z,y) = ||z — y]|1.
On peut donc définir, sur cet espace, les ouverts, les suites convergentes, les suites de
Cauchy. Remplacons la norme = +— ||z||; par une autre norme, z +— ||z||2. Il est facile
de vérifier que la famille des ouverts de E pour la distance associée a la nouvelle norme
est la méme que la famille des ouverts de E pour la distance associée a I’ancienne norme
si et seulement si les deux normes sont équivalentes. Lorsque c’est le cas, toute suite qui
converge pour la distance associée a I’'une de ces normes converge aussi pour la distance
associée a I’autre norme; de méme, toute suite qui est de Cauchy pour la distance associée
a une de ces normes est aussi de Cauchy pour la distance associée a I’autre norme; par
suite, si I’espace est de Banach pour une des normes, il I’est aussi pour I’autre.

Le commentaire qui précede et le tres important théoréme qui suit montrent que I’apparent
arbitraire lié au choix d’une norme particuliére est sans conséquence lorsque I’espace
vectoriel considéré est de dimension finie.

1.12. Théoreme. — Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes

sont équivalentes.

Preuve : Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C, de dimension finie n. Soit
(e1,-..,en) une base de E. Tout élément z de E s’exprime, de maniére unique, sous la
formez =" | z'e;. Les éléments z* de K, 1 < i < n, sont les composantes de z dans
la base (eq,...,e,). Posons

n .
lzll =) I2 .
i=1

Il est facile de vérifier que I’application z — ||z|| ainsi définie est une norme sur E. Muni
de la topologie associée a cette norme, I’espace E est homéomorphe a K™ muni de sa
topologie usuelle. Par suite, toute partie de £ fermée et bornée, pour la topologie et la
distance associées a la norme x — ||z||, est compacte.

Soit p : E — R™ une autre norme sur E. Compte tenu des propriétés d’une norme on a,
pour tout z € E,

n n
a)=p [ Ya'es ) <3 laloten) < (s ole)) el
i=1 i=1 lsjsn
Pour tout couple de points z et y de E, on a (deuxieme inégalité du triangle)
p(a) = p(0)| < =) < (_sup ples)) o =l
1<j<n

ce qui prouve que I’application p : E — R* est continue (et méme lipschitzienne)
lorsqu’on munit E de la topologie asociée a la norme z +— ||z||.
Soit S la sphére de rayon 1 centrée a I’origine, pour la norme z +— ||z|| :

S={zecE; |g|=1}.
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La partie S de F est fermée et bornée pour la norme z +— ||z|| et la topologie qui lui
est associée. D’aprés ce qui précede, elle est compacte. La restriction a .S de la fonction
continue p estdonc bornée et atteint ses bornes. Par suite, sa borne inférieure est strictement
positive, puisque p est une norme. Posons donc

™= R
Ona, pourtoutz € E, x # 0,
1
mw=mw(mﬁ)mmm.

En résumé on a, pour tout z € E,

el <5() < sup 1) sl

1<j<n

ce qui prouve que la norme p est équivalente a la norme = +— ||z||. L’équivalence des
normes étant une relation d’équivalence, on conclut que toutes les normes sur E sont
équivalentes. O

1.13. Conséquence. — Tout espace vectoriel de dimension finie, muni d’une norme
quelconque, est complet. En effet d’apreés le théoréme précédent, toutes les normes sur
un tel espace sont équivalentes, et un espace vectoriel de dimension finie n sur le corps
K = R ou C s’identifie a R™ ou a C™, qui sont complets.

Tout sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de dimension finie est de dimension finie,
donc complet, donc fermé.

2. Applications linéaires continues

2.1. Proposition. — Soient E et F deux espaces vectoriels normés sur le corps
K=RouC, et f: E— F une application linéaire. Les propriétés suivantes sont

équivalentes :

(i) Papplication f est continue en un point xy de E;
(ii) Papplication f est continue (en tout point de E);
(iii) il existe M > 0 tel que, pour tout x € F,

1f(@)I| < M|zl ;

(iv) Plapplication f est uniformément continue.

Lorsque ces propriétés sont satisfaites, on pose

Ifll="sup |If(z)].

€ B, ||z]|<1

On a alors aussi

|f ()]
|fll= sup
ccE, z20 ||Z|
= sup | f(2)]
z€E, ||z||=1

—inf{ M ; MeR",VzeE, |f(z)]| <Mz}
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On a, pour tout x € F,

1f @) < 1If 1]l -

Preuve : Supposons f continue en zo € E. Pour tout ¢ > 0, il existe donc n > 0 tel
que pour tout z € E, ||z — xo|| < n implique || f(z) — f(zo)|| < e. Montrons que f est
continue en un autre point z de E. Pour tout y € E, on a, puisque f est linéaire,

fly) = f(z) = f(y+20—2z)— f(20) -

D’autre part (y + =g — x) — 2o = y — x. Par suite, y € F, ||y — z|| < n, implique
1 £(y) — f(z)|| < e, ce qui prouve que f est continue en z.

Supposons f continue, donc en particulier continue a I’origine. Il existe donc n > 0 tel
que pour tout z € E vérifiant ||z|| < n, ||f(2)|| < 1. Pour tout z € E vérifiant z # 0, on
peut écrire

Par suite,

—M z ! x
1f (@)l = ; 1/ ( )Ilénll I

Cette derniére inégalité est trivialement vérifiée lorsque = = 0. L’application f vérifie
donc la propriété (iii) avec M = n~1.
Supposons la propriété (iii) vérifiée. Puisque f est linéaire on a, pour tous z ety € E,

1f(z) = F)ll = [If (& =)l < Mllz -y

Cela exprime que f est M-lipschitzienne, donc uniformément continue.

Si f est uniformément continue, elle est évidemment continue en tout point, donc la
propriété (i) est satisfaite. On a donc bien prouvé I’équivalence des propriétés (i) a (iv).
Enfin, I’équivalence des diverses expressions de || f||, et I’inégalité indiquée a la fin de
I’énoncé, se vérifient sans difficulté. O

2.2. Proposition. — Soient E et F deux espaces vectoriels normés sur le corps
K = R ou C. L’ensemble, noté L(E, F), des applications linéaires continues de E
dans F, est un espace vectoriel sur K, et application f — ||f|| définie dans la
proposition 2.1 est une norme sur cet espace. Cette norme sur L(E, F) est dite
associée aux normes dont les espaces E et F' sont munis. Si 'espace F' est complet,
L(E, F) Iest aussi.

Preuve : Les premiéres assertions de I’énoncé (L(FE, F') est un espace vectoriel, et
f — || f]| est une norme sur cet espace) se vérifient immédiatement. Montrons que si F’
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est complet, L(E, F') est complet. Soit (f,,, n € N) une suite de Cauchy dans L(E, F).
Pour tout x € E, I’inégalité

[fm (€) = fu(2)|| < [[fm = fullll]]

montre que la suite (fn(ac), n € N) est de Cauchy. Puisque F' est complet, cette suite
converge; soit f(z) sa limite. On a ainsi défini une application f : E — F. On a pour
tousn e N zety € F, A € K,

fn($+y):fn(l')+fn(y) ) fn()‘x) :)‘fn('r)'

En faisant tendre n vers +oco dans ces égalités, on voit que f est linéaire.
Puisqu’elle est de Cauchy, la suite (f,,) est bornée; il existe donc un réel M > 0 tel que,
pourtousn € Netz € E,

1 fn()]| < Mz
En faisant tendre n vers +oc dans cette inégalité, on voit que f est continue et que
Il <M.
Soit e > 0. Puisque la suite (f,,) est de Cauchy, il existe N € N tel que pour tous n et
m € N vérifiantn > N, m > N, ettoutz € E, on ait

[fn (@) = frm ()] < ell]] -

Faisons tendre m vers 4+oc. On voit que pour toutn > N ettoutz € F,

[fn(@) = f(2)] <ellzll,

donc
||f'n, - f” S €,

ce qui montre que la suite ( f,,) converge vers f, pour lanorme qu’on a définiesur L(E, F)).
O

2.3. Proposition. — Soient E, F et G trois espaces vectoriels normés. Soient

feL(E,F)etge LIF,G). Alorsgo f € L(E,G), et on a

llgo £l < llgll Il
Preuve : On a, pour tout z € F,
la(r@)I| < gl 1£ @) < g 1£1 1zl
d’ou le résultat. O
2.4. Théoréme. — Toute application linéaire d’un espace vectoriel de dimension

finie dans un espace vectoriel normé quelconque est continue.

Preuve : Soit f une application linéaire d’un espace vectoriel E de dimension finie n dans
un espace vectoriel normé F'. Soit (es, . .., e,) une base de E. Puisque toutes les normes
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sur E sont équivalentes, on peut choisir, par exemple, la norme qui, a un point z de E, de

composantes z!, ... 2™ dans la base (e, ..., e,), associe
|zl = sup [«].
1<i<n

On peut alors écrire, pour tout z € F,

flz) = Z ' fles),

d’ou
n ) n
[1@IF < { 2ol ) sup f = { 2 [ £ | ]
._ 1<i<n -_
71=1 —='= =1
ce qui montre que f est continue. O
2.5. Remarque. — 1l est facile de donner des exemples d’applications linéaires non

continues d’un espace vectoriel normé E de dimension infinie dans un autre espace
vectoriel normé F'. Prenons pour E I’espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels,
muni de la norme

IP|| = sup |P(z)|.
z€[0,1]

En remarquant qu’un polynéme non identiquement nul n’a qu’un nombre fini de racines,
le lecteur vérifiera aisement que cette expression définit bien une norme sur E. Soita € R,
et f, : E — R I’application définie par

fa(P) = P(a).
On montre aisément que f, est continue si et seulement si a est é&lément de I’intervalle
[0, 1].

3. Normes et rayon spectral sur un espace de matrices

3.1. Normes sur un espace de matrices carrées. — On considére I’espace vectoriel
L(K™,K™) des matrices n x n a coefficients dans le corps K = R ou C. Cet espace, qui
s’identifie a K, peut &tre muni de diverses normes, toutes équivalentes puisqu’il est de
dimension finie n2 sur le corps K.
En particulier, on peut munir K™ d’une norme z — ||z||, puis munir £(K™,K") de la
norme associée, au sens de la proposition 2.2. Rappelons que cette norme, notée A — || A]],
vérifie, pour tout z € K",

Az < [|A]l [|=]] -
Parmi les normes couramment utilisées sur K™, citons celles définies par les formules,
dans lesquelles z = (z1,...,z") € K",

n n 1/2
)y = l*], |zlla = (Z |l"\2> ; Mzlloo = sup [2],
i=1 i=1 <

1<i<n
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ou encore par la formule, dans laquelle p est un réel vérifiant p > 1,

n 1/p
zll, = (Z |$’|p> :
=1

Ces normes sont bien sOr toutes équivalentes. La norme z +— ||z||2 est souvent appelée
norme euclidienne. A chacune de ces normes est associée une norme sur I’espace de
matrices £(K™, K™).

Mais il existe bien d’autres normes sur £(K™, K™) que celles associées a une norme sur
K",

Remarquons que si une norme A — || A|| sur I’espace de matrices £(K™, K™ ) est associée
aune norme z — ||z|| sur K™, la norme de la matrice unité I, est || I,,|| = 1.

3.2. Définition. — Une norme A — ||A|| sur L(K",K") est dite multiplicative, ou
matricielle, si pour tous A et B € L(K™,K"), on a

IAB|| < [l All]|BII -

3.3. Exemples. — Pour toute norme z — ||z|| sur K™, la norme associée sur £L(K", K" )
est multiplicative. Cela résulte en effet immédiatement de la proposition 2.3.
Mais il existe des normes sur £(K™, K™) qui sont multiplicatives sans pour autant étre
associées a une norme sur K™. C’est, par exemple, le cas de la norme de Frobenius,
1/2
1Al = (Trace(CAA) 2 = [ 3 Jay |2
(4,9)
Onanoté A = (a;;) lamatrice complexe conjuguée de 4, siK =C, et A= AsiK =R
On rappelle que le signe t, placé a gauche d’une matrice, désigne la transposition.
Pour prouver ce résultat, remarquons d’abord que la norme de Frobenius, définie par la

formule ci-dessus, est bien une norme sur £(K™, K™ ), puisque c’est la norme euclidienne

sur cet espace lorsqu’on convient de I’identifier a K.
Soient A = (a; ;) et B = (b; ;) deux éléments de £(K™,K"). Nous avons, compte tenu
de I’inégalité de Schwarz,

IAB[% =)

2

n
E a; kb

() k=1
<) (Z|aik|2) (Z|blj|2>
(6,7) \k=1 =1
<UD aikl? ) DD bl
(4,k) (1,4)
< JAIFIBIZ -
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Enfin, la norme de Frobenius sur £(K™,K") n’est pas associée a une norme sur K",
puisque la norme de Frobenius de la matrice unité 7, est y/n et non 1.

3.4. Définition. — Soit A € L(K™,K™) une matrice n x n a coefficients dans le
corps K = R ou C. On appelle rayon spectral de A, et on note p(A), le plus grand

des modules des valeurs propres (réelles ou complexes) de A.

3.5. Proposition. — On munit £(C™,C™) d’une norme multiplicative quelconque.
Pour tout A € L(C*,C"), on a

p(A) < [|Al.

Preuve : Soit A une valeur propre de A telle que |A| = p(A), et soitz € C™, = # 0, un
vecteur propre associé a la valeur propre A. On a

Az =Xz, donc Az'T=M\z'z.
La norme sur £(K"™,K") étant multiplicative, on en déduit
IAz 7 = [M Iz 2] = p(A) ||z ‘7| < [|A]l = =],
d’ou puisque ||z tz|| # 0,
p(A) < ||A]l.
O

On admettra le résultat suivant, que I’on démontre en en utilisant la décomposition
canonique d’un endomorphisme linéaire.

3.6. Proposition. — Soit A € L(K",K"), avec K = R ou C. Pour tout € > 0, il

existe une norme sur K™ telle que, lorsqu’on munit L(K"™,K") de la norme associée,

[All < p(A) + €.

3.7. Proposition. — Soit A € L(K",K"), avec K = R ou C. Les deux propriétés

suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout x € K", la suite (A*z, k € N) converge vers 0;
(i) Ie rayon spectral p(A) de A vérifie p(A) < 1.

Preuve : On suppose p(A) < 1. Soite > 0 tel que p(A) + & < 1. On munit K™ d’une
norme telle que, pour la norme associée, ||A|| < p(A4) + ¢ < 1. Alors, pour tout z € K",
| A*z|| < ||A|*||z]|, ce qui prouve que (A*z) comverge vers 0 lorsque k — +oo.

On suppose p(A) > 1. On doit considérer successivement deux cas :

Si K = C, ou bien si K = R et s’il existe une valeur propre X réelle de A de module égal
a p(A), on prend pour z € K™ un vecteur propre associé a la valeur propre A de module
p(A), et on voit que (A*z) ne converge pas vers 0 lorsque k — ~+oo.
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Si K = R et si toutes les valeurs propres de A de module p(A) sont complexes, il existe
deux valeurs propres de A, p(A)e® et p(A)e~%, complexes conjuguées I’une de I’autre,
et deux vecteurs non nuls z et y de R™, tels que = + iy et x — 4y soient vecteurs propres
du complexifié de A associés, respectivement, aux valeurs propres p(A)e® et p(A)e=%.
On aalors

Ak +iy) = (p(A) e (@ +iy),  A¥(@ —iy) = (p(A4)) e (z ~ iy),
d’ou
AFg = (p(A))k(a: cos(kf) — ysin(k9)), AFy= (p(A))k(x sin(k9) + y cos(k0)) ,

ce qui prouve que (A*x) et (A*y) ne convergent pas vers 0 lorsque k — +oo. 0

4. Lethéoremedu point fi xe

4.1. Définition. — Une application f d’un espace métrique (E,d) dans un autre
espace métrique (F, ) est dite lipschitzienne s’il existe un réel k > 0 tel que, pour
tousz et y € E,

6(f(z), f(y) < kd(z,y).
Le réel k est appelé rapport de I’application lipschitzienne f. L’application f est
dite contractante si elle est lipschitzienne de rapport k < 1.

4.2. Définition.— Un pointfixe d’une application f d’un ensemble E dans lui-méme
est un point x € E tel que f(x) = x.

4.3. Théoreme. — Une application contractante d’un espace métrique complet dans

lui-méme posséde un point fixe unique.

Preuve : Soit zo un pointde E. Onpose z; = f(zo), puis, pourtoutn > 1,z, = f(zp_1).
On a, pour toutn > 1,

d(xn—}—la xn) S kd(xnaxn—l) S e S knd(xla xO) 3
d’ou on déduit, pour tous m et n vérifiant 1 < n < m,
d(xma xn) S d(ﬂ?m, xm—l) + d(xm—la xm—2) R d($n+la xn)

< (km_1+km—2+...+k”)d(x1,$0)

l_km—n
G 7 —
sk 1—-k

La derniére inégalité montre que la suite (x,,, n € N) est de Cauchy. Puisque E est

d(x1,x0) -

complet, cette suite converge; soit a sa limite. En faisant tendre n vers +oc dans I’égalité
f(xn) = x,11, On obtient f(a) = a, ce qui prouve que a est un point fixe de f. Si b est
un autre point fixe de f, on peut écrire

d(a7 b) = d(f(a)v f(b)) < kd(a’ b) ’
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ce qui implique
(1 —k)d(a,b) <0,
d’ou, puisque 1 — k > 0, d(a,b) = 0, c’est-a-dire a = b. Le point fixe de f est donc
unique. O
4.4. Exemple. — Considérons I’application f de C dans C:
f(z) =22
Soit r un réel vérifiant 0 < » < 1/2, et D le disque fermé de centre I’origine et de rayon
r
D={zeC; |z2|<r}.
L’application f applique le disque D dans lui-méme, car pour tout z € D, |2%| = |z|* <
r2 < r. De plus, la restriction de f au disque D est lipschitzienne de rapport 2r < 1. En
effet, pourtousy et z € D,
[F) = F(@) =y =22 = ly + 2l |y — 2| < (lyl + |2]) |y — 2| < 2rly — 2|
Le disque D étant compact, la restriction a ce disque de I’application f posséde un point

fixe unique (qui est bien sar I’origine).

4.5. Remarques

a) Remarquons que pour tout réel » vérifiant 0 < r < 1, la restriction de I’application f
au disque de centre I’origine et de rayon r applique ce disque dans lui-méme, et admet
dans ce disque un point fixe unique, I’origine. Cependant, si 1/v/2 < r < 1, la restriction

de f a ce disque n’est pas contractante.
b) La démonstration du théoréme du point fixe donne un exemple trés simple de méthode

itérative convergente. En effet, le point fixe de I’application f est obtenu comme limite de
la suite (z,, , n € N), avec z,, = f™(x0), le point initial ¢ étant un point quelconque de
I’espace F.

5. Résolution itérative de systemeslinéaires: généralités
5.1. Le probléme étudié. — On consideére le systéme linéaire
Ax =D,

ouA € LK™, K")etb € K" sontdes donnéesetou z € K™ estI’inconnue, avec K = R
ou C. Le lecteur remarquera que si A n’est pas inversible, et en particulier, si m # n, la
solution de ce systéme n’existe pas toujours, et lorsqu’elle existe, n’est pas nécessairement
unique. On supposera dans la suite qu’il existe une solution w € K™ de ce systéme; on a
donc Aw = b. Bien entendu, si A est inversible (ce qui suppose m = n) la solution w du
systéme est unique, elle est donnée par

w=A"1h.
Les méthodes itératives de résolution de ce systéme consistent a construire, par divers
procédés, une suite (z,, n € N) d’éléments de K" telle que la suite (Az,, n € N)
converge vers b.
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La proposition suivante montre que lorsque A est inversible, la suite (x,, , n € N) converge
vers la solution w du systeme.

5.2. Proposition. — Soit A € LK™, K"), et b € K", avec K = R ou C. Soit
(5, n € N) une suite dans K" telle que la suite (Az,, , n € N) converge vers b.

Si A est inversible, la suite (z,, , n € N) converge vers w = A™b.

Preuve : Il suffit de remarquer que A~—! est continue et que pour tout n € N,
z, = A71(Az,). La suite (Az, , n € N) convergeant vers b, son image (z,, n € N)
par I’application continue A~! converge vers A~1b. O

5.3. Remarque. — Lorsque A n’est pas inversible, la convergence de la suite (Az,, , n €
N) n’implique pas celle de la suite (z,,, n € N). Mais si cette suite converge ou, plus
généralement, si une suite (z,(,) , 7 € N), extraite de lasuite (z,, , n € N), converge vers
une limite w, alors cette limite vérifie Aw = b. On a noté o une application strictement
croissante de N dans N. Ce résultat est vrai méme lorsque A € L(K™,K"), avec m # n.

6. Itéerationslinéaires

6.1. Principe général des itérations linéaires. — On considére le systéme linéaire

Az =10, (1)
ou A € LK™, K")etb € K™ sont des données et ou =z € K™ est Iinconnue, avec K = R
ou C. On suppose A inversible, et on note

w=A"1b
I’unique solution de ce systéme.
Les méthodes de résolution du systéme (1) par itérations linéaires consistent toutes a
exprimer A sous la forme

A=M-N, M et N € L(K*,K"),

ou M est inversible et choisie de telle sorte que les systémes linéaires de la forme

My =c,
avec ¢ € K™ donné, y € K™ étant I’inconnue, soient faciles a résoudre. Par exemple, M
pourra étre une matrice diagonale, ou une matrice triangulaire (inférieure ou supérieure),
a coeffficients diagonaux tous non nuls. Le systéme (1) équivaut alors a

Mx=Nx—+b.
Cela suggeére la construction d’une suite (z(®), (M, ..., z®) ) d’éléments de K",
en résolvant successivement les systéemes
Mz©® =p,

Mz = Nz© 4 p

Mz®) = Ng+—1 4 b,
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La matrice M étant supposée inversible, on a
@ =M1, (3)
et, pour tout k > 1,
e® = MY (Nz®=D 4 p). (4)
On peut alors affirmer :

6.2. Proposition. — Si la suite (z*, k € N) construite par application des formules

(3) et (4) ci-dessus converge, sa limite 2(>) est la solution w du systéme linéaire
(1).
Preuve : On a, pour tout & > 1,
Mz®) = Nz*+=1 1 p,
En faisant tendre £ vers 4o, on obtient
Mz(®) = Nz(®) 4+ 5 ou Az(® =p.
0
Les deux propositions suivantes donnent, la premiere, une condition suffisante de
convergence, et la seconde, une condition nécessaire et suffisante de convergence.
6.3. Proposition. — On suppose qu'’il existe sur K" une norme z — ||z||, telle que,
pour la norme associée sur L(K™,K"), on ait
IM7IN|| < 1.
Alors quel que soit b € K”, la suite (z®), k € N) définie par (3) et (4) converge
vers la solution du systéme (1).
Preuve : Soit w la solution de (1). On a
w=M1Nw+b)
et, pour tout entier k > 1,
z®) = M~Y(Nz*=D 4 p)
d’ou
z® — = MIN@EFY —w).
Par suite,
Iz — wl| < [MTIN|||z*7 - ]l
On en déduit immédiatement
lo® —wll < (1M 'N]))* fl2° - w]).
Si ||[M~IN]|| < 1, on conclut que limg_, o ||z*) — w]|| = 0. O
6.4. Proposition. — La suite (z(®), k € N) définie par (3) et (4) converge vers la

solution du systéme (1) quel que soit I’élément b de K™ si et seulement si le rayon

spectral de M~ N est strictement inférieur a 1.
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Preuve : On a vu, lors de la démonstration de la proposition précédente, que
t® — = MIN@EFY —w).
Le résultat est donc une conséquence immédiate de la proposition 3.7. O

6.5. La méthode de Jacobi. — Cette méthode consiste & choisir pour matrice M = (m; ;)

la partie diagonale de A :
) aij Sii = j,
7m3_{0 si i # J.
Cette méthode suppose donc tous les coefficients diagonaux de A non nuls. Les formules
qui permettent de calculer z(*) une fois z(*—1) déterminé s’écrivent

ay 1;(;5’“) = — Z a1j$§-k_1) + b1,

2<j<n
k k—1

a”:EE ):— Z aijx§~ )‘f—bz,

1<j<n, j#i
k—

annxglk) =~ Z anjxg' Y + bn .

1<j<n—1
6.6. La méthode de Gauss-Seidel. — Cette méthode consiste a choisir pour matrice

M = (m; ;) la partie triangulaire inférieure de A, diagonale comprise :
) aqy Slj <1,
m”_{o si j > i.
Cette méthode, comme celle de Jacobi, suppose que tous les coefficients diagonaux de
A sont non nuls. Les formules qui permettent de calculer z(*) une fois z(*—1) déterminé

s’écrivent
k k—1
allxg):— Z alj:v;- ) 4 by,
2<j5<n
k k k—1
aggﬂfg):—azlﬂfg)— Z a2j$§~ )+b2,
3<j<n
k k k—1
a“xf )= _ Z aijxg- ) _ Z aijl'§~ )+bi,
1<5<i—1 i+1<j<n
k k
annx%):— Z anjxg-)—i-bn.
1<j<n—1

On remarque qu’avec cette méthode, le calcul de z(®) n’est pas plus compliqué qu’avec
la méthode de Jacobi : le nombre d’opérations a effectuer est le méme dans les deux
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méthodes. L’application de la méthode de Jacobi impose de garder en mémoire toutes
les composantes de z(*—1) pendant tout le calcul de z(*), tandis que dans la méthode
(k—
A

de Gauss-Seidel, on peut “oublier” z D des qu’on a calculé x(k) La méthode de

Gauss-Seidel nécessite donc moins de place disponible en mémoire que celle de Jacobi.

6.7. Les méthodes de relaxation. — Ce sont des généralisations de la méthode de Gauss-
Seidel, qui consistent & prendre pour matrice M = (m; ;) une combinaison linéaire de la
partie diagonale de A et de la partie triangulaire inférieure de A, diagonale non comprise.
On pose
Sl > 1.

Dans ces formules, A est un paramétre réel non nul, que I’on choisit afin d’assurer la
convergence de la méthode, ou de I’accélérer. Pour A = 1, on retrouve la méthode de
Gauss-Seidel. Pour A < 1, la méthode est dite “méthode de sous-relaxation”, et pour
A > 1, “méthode de sur-relaxation”. Comme les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel,
les méthodes de relaxation supposent les coefficients diagonaux de A tous non nuls. Les
formules qui permettent de calculer z(*) une fois z(*—1) déterminé s’écrivent

AT 1a11x§’“)_ —(1=X"Yay xgk D_ Z a; ]xj by,

2<5<n
)\_lagzxgk) = —ay 1$§k) — (1 =Xx"Hay :ng b _ Z as; a: T+ by,
3<j<n
A~ a”a:(k) Z a”x(k) (I-=X" l)a”w(k b _ Z aijxgk_l) + b;,
1<j<i-1 i+1<j<n
A_lanna:g“) = — Z anga:(k) (1- A_l)anna:g“_l) + by, .

1<j<n—1

7. Valeurs propres d’une matrice symétrique : méthode de Jacobi

7.1. Rappel sur les matrices symétriques et les matrices orthogonales. — Dans tout
ce paragraphe, on note (es,...,ey,) la base canonique de R™. Les éléments de R™ sont
considérés comme des matrices a 1 colonne et n lignes. Le vecteur de base e; est le
vecteur-colonne dont la :-me composante est 1, les autres étant nulles. On munit R™ du
produit scalaire usuel

n
(@,y) = (zly) ="zy =) iy,
=1

ou z et y sont deux éléments de R™, *z désignant le vecteur-ligne transposé de .
Une matrice A € £L(R"™,R™) est dite symétrique si
tA=A,
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ou ¢ A désigne la matrice transposée de A. On sait que A est symétrique si et seulement
si, pour tous x et y € R™,

(Azly) = (z|Ay) .
Une matrice R € L(R™,R™) est dite orthogonale si, pour tous z et y € R™,

(Rz|Ry) = (]y) - (%)
On rappelle que la transposée ' M d’une matrice M € L(R™, R™) vérifie, pour tous z et
y € R”,
(‘Mzly) = (z|My) .
En utilisant (x) et cette propriété, on voit immédiatement qu’une matrice R est orthogonale
si et seulement si elle est inversible et a pour inverse

R '='R.

Lorsque c’est le cas, R~! = 'R est elle aussi orthogonale. On vérifie aussi que si R
et S sont deux matrices orthogonales, RS est orthogonale. L’ensemble des matrices
orthogonales est donc un groupe, appelé groupe orthogonal et noté O(n).

Soit R = (r; ;) € O(n) une matrice orthogonale. Compte tenue de (x), on voit que les
vecteurs Req, . .., Re,, sont deux a deux orthogonaux et tous de norme 1. Ils forment donc
une base orthonormée de R™. Cette propriété s’exprime, au moyen des coefficients r; ; de
R, par

n
Z’I‘jﬂ‘jk =5lk (**)
j=1

Comme la transposée R = R~! de R est orthogonale, on a aussi
n
Zrijrkj = 5Zk (***)
j=1

Les formules () et (x*) expriment simplement que R R = R*R = I,,, matrice unité.
Une matrice R dont les coefficients vérifient une de ces formules est donc orthogonale.
Ces formules montrent aussi que O(n) est une partie fermée et bornée, donc compacte,
de L(R",R™).

7.2. Lemme. — Soit A une matrice n X n réelle symétrique, R € O(n) une matrice
orthogonale. La matrice

B=R'AR="'RAR
est symétrique, et ses coefficients b; j vérifient

D (i) =D (aiz)*-

(4,9) (4,3)

Preuve : On a
‘B='R'AR='RAR=B,
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donc B est symétrique. D’autre part
‘BB='R('AA)R,

donc
Trace(* B B) = Trace(*A A),
C’est-a-dire
D (0i)? =D (aiz)?-
(4,5) (4,3)
O
7.3. Rotations planes. — Soient e, et e, p # ¢, deux vecteurs distincts de la base

canonique de R™, et § € S' = R/27Z un angle, c’est-a-dire un réel modulo 27. La
matrice R € L(R™,R") définie par
Re, = cosfe, + sinfe,,
Re, = —sinfe, + cosfe,,
Rep=e, pourl <k<n,k#pk+#gq,
représente une rotation d’angle 6 dans le plan E,, , engendré par les vecteurs e,, et e, qui
laisse fixe chague point du sous-espace, orthogonal a ce plan, engendré par les vecteurs
ek, k # p, k # q. Cette rotation est un élément de O(n) qui a pour coefficients
rpp =c0s0, 7r,,=—sinf, rpk=0 pourk#p, k#gq,
rqp =56, ryg=cosl, rqgk=0 pourk#p,k#q,
Tei =0kt pourk #p, k#q,l#p, l#q.

7.4. Principe de la méthode de Jacobi. — Soit A une matrice n x n réelle symétrique.
On sait que pour toute matrice inversible R, R~! A R a le méme polyndme caractéristique
que A, donc les mémes valeurs propres avec les mémes multiplicités. C’est, en particulier,
le cas lorsque R est orthogonale; on a alors R~ = tR.
La méthode de Jacobi, pour la détermination des valeurs propres de A, consiste a construire
une suite de matrices orthogonales R, R, ..., R(*) .. . eta poser

A©® = A, et pour tout k>0, AFtD) =tRE) &) pk)
Les matrices A®) ont toutes les mémes valeurs propres, avec les mémes multiplicités.
On verra qu’on peut choisir les matrices orthogonales R*) de maniére telle que tous les
coefficients non diagonaux ag’? de A®), i £ 4, tendent vers 0 lorsque k£ — oo, et que
ses coefficients diagonaux ag’;) tendent vers des limites A;. En d’autres termes, la suite de
matrices (A(*)) converge, lorsque & — oo, vers une matrice diagonale A. On montrera
que les coefficients diagonaux A; de X sont les valeurs propres de A. On aura ainsi retrouvé
un résultat bien connu d’algebre linéaire : les valeurs propres d’une matrice n x n réelle
symétrique sont toutes réelles.
En pratique, on choisit pour les matrices orthogonales R(¥) des rotations planes, du type
étudié au paragraphe 7.3.
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On remarque d’autre part que, pour tout & > 0,
A+ —tgk) 4 9()  ayec SK) = RO) g ... R()
Les S() sont des matrices orthogonales. On montrera que si la matrice A a n valeurs
propres deux & deux distinctes, la suite de matrices (S(*)) converge vers une matrice
orthogonale S, qui Vvérifie
A=!'SAS. (%)

Lorsque la matrice A admet des valeurs propres multiples, on ne peut pas affirmer que
la suite de matrices (S(*)) converge. Cependant, la compacité de O(n) nous permettra
d’affirmer qu’il existe une suite, extraite de la suite (S(*)), qui converge vers une matrice
orthogonale S qui vérifie encore I’égalité (x). On aura ainsi retrouvé un résultat bien connu
d’algeébre linéaire : il existe un changement de base orthonormée de R™ qui transforme la
matrice symétrique A en la matrice diagonale A.
7.5. Choix de lamatrice R(®). — Soitk > 0 un entier fixé. On suppose les A®) déterminés
pour tous les ! vérifiant 0 < I < k. Onvadéterminer R(*), puis A*+1) =t R(K) A(k) R(k),
Afin d’alléger I’écriture, on écrira dans le présent paragraphe

— Aaulieude A®),

- Raulieude R®),

- B=tR AR aulieude AK*+D),

Si tous les coefficients non diagonaux de A sont nuls, le résultat recherché est atteint.
Sinon, on choisit un coefficient non diagonal a,,, de A, le plus grand possible en module :
(apql =  max, faig].

Il peut exister plusieurs termes non diagonaux de A vérifiant cette propriété; on devra fixer
une régle permettant d’en choisir un, par exemple celui rencontré en premier lorsqu’on
parcourt la partie triangulaire inférieure de A ligne par ligne, de haut en bas et de gauche

a droite.
Soit # € S* un angle, et R la rotation plane d’angle 6 dans le plan engendré par e, et e,.
On pose
B='RAR.
On peut énoncer :

7.6. Lemme. — On choisit I’angle 6 de maniére telle que

T T 2a
—— <0<~ et tan(20) = Pl siap, —a 0,
4 4 n(20) App — Qqq PP aq 7
02% siapp —agq=0.
Les coefficients b; ; de B vérifient alors
bpg =0,

bii=a;; sii#p,i1#q,
bpp = app +tanba,,,

bgq = aqq —tanbay, .
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De plus,

DT i) D (i) = —2(apg)”.

(4,9) si#7 (4,5) i#]

Preuve : En utilisant les expressions des r; ; indiquées au paragraphe 7.3, on obtient apres

quelques calculs

sin(26
bpq = cos(20)apq — g )‘(app —agq) -

En choisissant # comme indiqué dans I’énoncé, on voit que
bpg =0.
De la méme maniére, on obtient immédiatement
biis =ai; sii#p,i1#q,
ainsi que
bpp = cos? Oapp + sin? Oagq+2cosfsinbayg,
bgq = cos? Oagq+ sin? 6 app — 2cosfsinbay, .
Mais compte tenu du choix de 6, on en déduit
bpp = app +tanbay,,
bgg =aqq —tanba,,.
D’apres le lemme 11.2, on a
D (i) = (ais)*
(4,9) (4,9)
On en déduit, en séparant les termes diagonaux des termes non diagonaux,

n n

i) = D> (@)= (@) =D (bi)”.

(7"]) ? ’L;ﬁ] (7'7.7) ) ’L;ﬁ] i=1 i=1
Mais d’apres les valeurs obtenues pour les b; ;, by, €t bg 4, ON trouve
S i)=Y (aij)? = —2ap4(apqtan® 0 + (ap, — ag4) tand) .
(i,9) » i35 (i,9) » i35

Compte tenu du choix de 6, on obtient finalement

Do)’ — D (i) =—2(apg)’-

(4,9) 5 i#7 (4,9) , i#7
O
On peut maintenant énoncer :
7.7. Théoréme. — La suite de matrices symétriques (A®)), construite au moyen

de lalgorithme de Jacobi, converge lorsque k — +o0o vers une matrice diagonale

A, dont les termes diagonaux sont les valeurs propres de la matrice A.
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Preuve : La preuve donnée ici est due a Daniel Pecker. On suppose qu’a toutes les étapes
de I’algorithme, la matrice A(%) n’est pas diagonale, car dans le cas contraire le résultat
cherché est obtenu aprés un nombre fini d’étapes; cela suppose bien slr n > 2, puisque
pour n = 1, A(0) = A est trivialement diagonale, et que pour n = 2, A(Y) est diagonale.
Pour alléger I’écriture on pose, pour toute matrice M,
AM)= > (mi;)*.
(4,3)  i#7

On remarque que A(M) est le carré de la distance euclidienne qui sépare M de sa
diagonale. Le lemme 7.6 montre que

AARD) — AAP) = —2(alF)?.

(K )

Mais puisque apy est un coefficient non diagonal de la matrice A*) de module maximal,

et que le nombre de coefficients non diagonaux de cette matrice est (n — 1)n, ona
A(A®) < (n - Dn(afy)?.

On en déduit
2

A(A®+D) < 2A (AR 2=1-—% <1,
( ) < p"AAY),  avec  p CEEI (%)

Ceci prouve que la suite (A(A(k))) converge vers 0, lorsque £ — +o0, au moins aussi
vite que la suite géomeétrique de raison p? < 1. D’autre part, compte tenu du fait que
I’angle 6 des rotations planes R(¥) vérifie toujours | tan #| < 1, le lemme 7.6 montre que,
pour toutz, 1 <17 < n,

alh™ —a®| < a®)] < (AAP))? < OpF,

( o+1) _ o)

7,’L’

ou C est une constante. La série de terme général a; dont chaque terme est
majoré en module par le terme correspondant d’une serie géomeétrique de raison p < 1,
est absolument convergente, donc convergente. La somme de ses k& premiers termes n’est

(k-+1)

autre que a, , qui admet donc une limite lorsque & — +o0.

On a prouvé que pour tous 7 et j, 1 < 7, j < n, la suite (a( + )) a une limite, nulle si
i # j, C’est-a-dire que la suite de matrices (A(*)) converge vers une matrice diagonale
A. Ces matrices ayant toutes le méme polyndme caractéristique, et les coefficients du
polyndme caractéristique d’une matrice étant des fonctions continues des coefficients de
cette matrice, le polyndéme caractéristique de A est le méme que celui de A, ce qui termine
la démonstration. O

7.8. Théoreme. — Si la matrice A a n valeurs propres deux a deux distinctes, la
suite de matrices orthogonales (S*®) = [To<i<k R®) converge, lorsque k — 400,

vers une matrice orthogonale S, qui vérifie

A=!SAS.
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Preuve : La preuve donnée ici, comme celle du théoréme précédent, est due a Daniel Pecker.
Les seuls coefficients éventuellement non nuls de R(*®) — T,,, ol I,, désigne la matrice
unité, ont pour valeurs cos(fx) — 1 et + sin f, en notant 6, I’angle de la rotation plane
R®)_ Ces coefficients sont donc tous majorés par |6y, |, lui-méme majoré par | tan(26y)| /2.
Lorsque k — 400, les coefficients diagonaux de A¥) convergent vers les valeurs propres
A; de A qui, par hypothése, sont deux a deux distinctes. On est donc assuré que pour &

assez grand, on a toujours aép) —agq (k) # 0. D’apres le lemme 7.6,
lapa

laby) — aly)|

tan(29k)
2

Posons
1
K =2 sup ( )
(i), izi \|Ai = A

1
) )|

App — Qq
donc, compte tenu de I’inégalité (x) dans la démonstration de 7.7,

Pour k assez grand, on a

<K,

1/2

IB®) = Lijles < Klag)| < K (A(AM)) 7" < KCpF,

ou C est une constante. On a posé, pour toute matrice M € L(R™,R"),
[ M ||oo = sup [m ] .
(,3)
On sait que c’est une norme sur I’espace L(R™,R"). On a
IsEY — 5B oo = [(RY) ~ I,) SV

Mais, d’aprés I’inégalité () du paragraphe 11.1, la matrice S(*), comme toute matrice
orthogonale, vérifie

15™los <1
D’autre part, pour tout couple (M , N) de matrices n x n, on a

n
(MN)ij =) MjNyj, donc [[M Nloo < nl|M]loo|[Nfloo -
k=1

On en déduit
15®+D — $®|g < al|(R® - 1) |oo 8P loo < nll(R® — L) |0 < nKCp .

La série de terme général S¢+1) — S(*) majorée terme a terme en module par une série
géométrique de raison p < 1, est normalement convergente (pour la norme || ||), donc
convergente dans I’espace £(R”,R*). La somme de ses k premiers termes étant S(*+1),
on voit que la suite de matrices (S(*)) converge, lorsque k& — +o0, vers une matrice S.
En faisant tendre & vers 4+oo dans les égalités

tgk) gk) =1 . A+ —tg(k) 4 gk)

on voit que S est orthogonale et vérifie A =tS A S. O
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7.9. Proposition. — Dans tous les cas, méme lorsque la matrice symétrique A
admet des valeurs propres multiples, il existe une suite extraite de la suite (S*)) qui

converge, lorsque k — +00, vers une matrice orthogonale S qui vérifie A =*S AS.

Preuve : La suite (S(*)) étant contenue dans le compact O(n), il existe une suite (S (%)),
extraite de cette suite, qui converge vers une matrice S € O(n). En faisant tendre k vers

+o00 dans I’égalité A(@(k)+1) = tg(a(k) AS("(’“)), onobtient A =*S AS. O

8. La méthode de plus profonde descente

8.1. Le probleme étudie. — On munit R™ du produit scalaire euclidien usuel : si
z=(z,...,2") ety = (y1,...,y") sont deux éléments de R™, leur produit scalaire est

n
(zly) = Zm’yl .
=1

On rappelle que lorsqu’on considére x et y comme vecteurs-colonnes, c’est-a-dire comme
des matrices a une colonne et n lignes, onpeut écrire

(zly) = vy =Yy,
ol on a noté % et % les vecteurs-lignes transposés de x et de y, respectivement.
Soit A € L(R™,R™). On suppose A symétrique, c’est-a-dire vérifiant ‘A = A (en notant
tA la transposée de A) et définie positive, c’est-a-dire vérifiant

(Az|r) =tzAz >0 pourtout z€R™, z#0.
Soit b € R™. On étudie le systéme linéaire
Az =0,

dans lequel A et b sont des données et z € R™ I’inconnue.

On rappelle que A, étant symétrique définie positive, est inversible; le systeme linéaire
étudié a donc une solution unique w = A~1b.

La méthode de plus profonde descente, étudiée dans ce paragraphe, et la méthode du
gradient conjugué étudiée dans le suivant, sont basées sur une propriété remarquable de la
solution w de ce systéme : c’est I’unique point de R™ en lequel une certaine fonction F,
que nous allons définir, atteint son minimum. Cette propriété est due au caractére défini
positif de la matrice A. Elle est formalisée dans la proposition suivante.

8.2. Proposition. — Soit A € L(R™, R™) une matrice symétrique définie positive et
b e R"*. Soit F' : R* — R la fonction

Fz) = % (Az — 2b|z) = %txH(Aa: —9).

La fonction F' atteint son minimum en un point unique w de R™, qui est 'unique

solution du systéme linéaire Ax = b.
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Preuve : Soit w = A~1b la solution du systéme Az = b. Pour tout z € R*, on a
(A(z —w) | 2 — w) = (Az|z) — (Aw|z) — (Az|w) + (Aw|w)

Az|z) — 2(Aw|z) + (Aw|w)

(Az[z) = 2(blz) + (blw)

2F(z) + (blw).

En remarquant que (b|w) = —2F(w), on peut écrire

(
(

F(;c):F(w)-l—%(A(:c—w)‘x—w).

Comme on a supposé A symétrique définie positive, (A(as - w) \ x— w) est strictement
positif pour tout z € R™, x # w. On voit donc que F' atteint son minimum, dont la valeur
est F(w) = —(1/2)(b|w), au seul pointw = A~1b de R™. O
8.3. Rappel sur les notions de différentielle et de gradient. — On indique ici quelques
notions de calcul différentiel qui sont approfondies dans une autre unité de valeur de la
licence de mathématiques.

Soit G : R™ — RRP une application différentiable de classe C*, c’est-a-dire une application
dont toutes les composantes G, 1 < i < p, sont des fonctions des composantes z7,

. . L . oGt
1 < j < n, de z, admettant en tout point de R™, des dérivées partielles et qui sont des
T
fonctions continues de z.

On appelle différentielle de G en un pointa € R™, eton note DG(a), I’application linéaire
de R™ dans RP ayant pour valeur, pour tout u = (u!,...,u") € R?,

zi
=\

)uj, 1<i<p.
r=a

En d’autres termes, DG(a) est I’application linéaire de R™ dans R? ayant pour matrice
0G* ()

J —
C(?n:gidéromnsaL maintenant le cas ou p = 1; I'application G est alors une fonction
différentiable de classe C*, définie sur R™ et a valeurs réelles. Sa différentielle DG(a)
en un point a € R™ est une application linéaire de R™ dans R, c’est-a-dire un élément du
dual de R™. Avec les notations matricielles, on I’identifie au vecteur-ligne

DG(a) = (855) 6@ m) .

z=a Oz
On appelle gradient de G au point a, et on note graH> G(a), I’élément de R™ transposé de
DG(a), c’est-a-dire le vecteur-colonne ayant pour j-éme composante

(Ead 6(w)’ = 220

En utilisant le produit scalaire euclidien usuel sur R™, on peut écrire, pour tout u € R™,

DG(a)(u) = (grad G(a) \ u) = i (aﬁiﬁf : m:a> w

1<j<n.

b
r=a
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En pratique, ainsi qu’on I’a vu au paragraphe 7 du chapitre II, on identifie souvent R™
et son dual au moyen du produit scalaire euclidien usuel, chaque élément y de R™ étant
identifié & I’application linéaire de R™ dans R : = — (y|x). Cette convention conduit a
identifier la différentielle de G au point a, DG(a), avec la valeur en a du gradient de

G, gra?i G(a). Il faut n’utiliser cette identification qu’avec prudence afin de toujours bien
distinguer, au moins du point de vue conceptuel, les éléments de R™ et ceux de son dual.
Revenons a la fonction

Fz) = % (Az — 2bz).

8.4. Lemme. — Le gradient de la fonction F' en un point x € R™ est

@F(x) = Az —b.

Preuve : En explicitant les composantes z* et b* des vecteurs x et b et les composantes a;;
de la matrice A, on peut écrire

1 j i
F(z)= 2 Z(aijac” —2b")x*,
(4,9)
donc

OF (x 1 & . - ,
T =3 Lo 1+ Y anat
T J=1 =1
Compte tenu de la symétrie de A (a;x = ax;), On peut écrire

OF () i k k
= ag;r° —b".
j=1

oxk

La différentielle de F' au point x est donc le vecteur-ligne de k-iéme composante
Z;‘Zl ar ;o7 — b®, et le gradient de F est le vecteur-colonne transposé du précédent,
c’est-a-dire le vecteur Az — b. O

8.5. Principe de la méthode de plus profonde descente. — On va résoudre le systéme
linéaire

Ax =0,
oub e R, A e L(R", R™) matrice symétrique définie positive, en construisant une suite
(xn, n € N) d’éléments de R™ telle que la suite (Az,, n € N) converge vers b. La
proposition 5.2 nous permettra alors d’affirmer que la suite (z,, , n € N) converge vers la
solution w = A~1b du systéeme.
Supposons g, x1, ..., T déja déterminés. Posons

TR = graa F(xg) = Az — b.

Siry =0, Axp, = bdonc zx = w est la solution du systeme. Dans le cas contraire,
cherchons x1 en lui imposant d’étre de la forme

Tk+1 = Tk + STk
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avec s, € R. Nous allons déterminer s; de maniere telle que F'(x1) soit le plus petit
possible. Calculons donc F(z41) :
1

(A(zi + skrr) | z + skrr) — (blok + sere)

F(zgq1) = 5
1

1
=3 (Azxg — 2b|xg) + (Azg — b|rg) sk + 5 (Ark\rk)si
1
= F(xx) + (rxlre)se + 3 (Arglry)si -
Dérivons par rapport a sy :

d

dsr, F(zr+1(sk)) = (Arg|ri)se + (rlre) -

Comme (Arg|rg) et (rgx|rg) sont strictement positifs, nous voyons que F(z41) est le
plus petit possible lorsqu’on donne a s, la valeur

_ (rklre)
Sp=— 71—~ -
(A’l”k|7"k)
8.6. L’algorithme de la plus profonde descente. — 1l consiste a choisir pour point de
départ un point o € R™ quelcongue, puis a déterminer successivement 1, s, ..., €n

posant, pour chaque k € N,

(Tk|7x)
(A’I‘k|7‘k) )

L’algorithme s’arréte lorsque, aprés avoir déterminé x;, pour une certaine valeur de k € N,

Tkt1 =Tk + SkTk, avec rp=azrr—b, spx=—

on trouve en calculant r;, = Az — b, un résultat nul. On sait alors que z, est la solution
cherchée du systeme. Bien sir, cela ne se produit qu’exceptionnellement : en général, la
suite (z,, , n € N) construite par application de I’algorithme de la plus profonde descente
est une suite infinie.

8.7. Théoreme. — La matrice A étant supposée symétrique définie positive, quel
que soit le point initial xo de R™ choisi, la suite (x, , n € N) construite au moyen
de l’algorithme de la plus profonde descente converge vers la solution w = A™'b

du systéme linéaire Az = b.

Preuve : Soit w = A~1b. Posons, pour tout z € R™,

w Siz = w,
_ Az — b|Ax —b) .
o(w) T — ( Axr —b) Sz # w.
{ (A(Aa;—b)|Aa:—b)( ) 7

Il est facile de vérifier que la fonction ¢ ainsi définie est continue sur R™ (y compris au
point w). Il est facile aussi de vérifier que la suite (z,, , n € N) est obtenue par itération
de I’application ¢ : on aen effet 1 = p(x0), z2 = p(x1), .. ., Trr1 = ©(Tk).
La suite (F(z,,), n € N)est décroissante et minorée par F'(w). Elle converge donc vers
une limite / € R. La suite (z,,, n € N) estcontenue dans { z € R* ; F(z) < F(zy) },
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qui est une partie compacte de R™. On peut donc en extraire une suite convergente
(Yn = Zom), n € N), ol o désigne une application strictement croissante de N dans
N. Soit y € R™ la limite de cette suite. Puisque F' est continue, nous avons F'(y) = I.
Nous allons prouver par I’absurde que y = w. Supposons donc ¥ # w. Nous avons alors
| > F(w) et F(p(y)) < . La fonction F étant continue, I’ensemble U des z € R"

tels que F(z) < (1/2) (F((p(y)) + l) est un voisinage de ¢(y). L’application ¢ étant
continue, I’ensemble V' = ¢~1(U) des z € R™ tels que p(x) € U est un voisinage de

y. Puisque la suite (y, = 7,(,), n € N) converge vers y, on peut affirmer que pour &
assez grand, yy, est élément de V. Mais alors ¢(yx) = =, (k)41 €st élément de U, donc,

d’aprés la définition de U, F(zy(k)+1) < (1/2) <F(<p(y)) + l) < 1. Mais ce résultat est

en contradiction avec le fait que la suite (F(z,,) , n € N) est décroissante et a pour limite
1. Nous avons donc bien prouveé que la limite y de la suite (y,, = z,(n) , n € N) est égale
a w. Nous avons aussi prouvé que toute suite convergente extraite de la suite (z,, , n € N)
a nécessairement pour limite w. La suite (z,, , n € N) étant contenue dans un compact,
un résultat classique de Topologie permet d’affirmer que cette suite converge vers w. O

Nous allons, dans la suite de ce paragraphe, donner une interprétation géométrique de la
méthode de la plus profonde descente. Cette interprétation nous permettra de mieux faire
comprendre, dans le paragraphe suivant, la méthode du gradient conjugué.

8.8. Les variétés de niveau de la fonction F. — Rappelons que la fonction ' : R — R
est définie par

1
F(z)= 2 (Az — 2b|x) .
Rappelons aussi (proposition 8.2) que F' atteint son minimum en un point unique
w= A"1(b), et que 2F (w) = —(b|w). Posons, pour tout A € R,
Qrx={z€eR"; F(z)=\}.

Les @, sont appelées variétés de niveau de la fonction F'. Bien évidemment, pour
A < F(w), @y est vide, et Qp,) = {w}. Pour A > F(w), @ est une quadrique
(surface définie par une équation polynomiale de degré 2) compacte de R™. Pour n = 2,
c’est une ellipse, et pour n = 3 c’est un ellipsoide.

8.9. Lemme. — Le point w = A~'b est I'unique point de R centre de symétrie
de toutes les quadriques Qx, A > F(w). De plus, les quadriques Q» sont toutes
homothétiques; plus précisément, I’homothétie de centre w et de rapport p > 0
est, pour chaque réel A > F(w), une bijection de Q) sur Qx, avec X' =
F(w)+ p? (A — F(w)).

Preuve : Soient ¢ et z deux points de R™. Un calcul facile donne

F(c+z) — F(c—z) =2(Ac— b|z).
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Le point c est centre de symétrie d’une quadrique @  si et seulement si pour tout z € R™ tel
que F(c+z) = A,onaaussi F(c—z) = A. L’expression ci-dessus de F'(c+z) — F (c—z)
montre immédiatement que ¢ est centre de symétrie de @ si et seulement si Ac = b,
c’est-a-dire si et seulement si ¢ = w.

On a, pour tout z € R,

F(w+z):F(w)+%(Az|z), F(w-l—,u,z):F(w)—l-%z(Az\z),

d’ou

F(w+pz) = p’Flw+2)+ (1 - p’)F(w).
Par suite, w + z appartient & @), c’est-a-dire F(w + z) = A, si et seulement si
F(w+ pz) = Fw) + p? (A — F(w)). O
8.10. Interprétation géométrique de I’algorithme. — Supposons que par application de
I’algorithme de la plus profonde descente on ait obtenu, a la k-iéme étape, le point z;, € R™.
Bien sdr, si k£ = 0, le point z est un point quelconque de R™. Supposons z; # w. Nous
avons alors r, = gr?i)F(xk) = Az —b # 0. Soit A\ = F(zy). Considérons la quadrique
Q2; elle passe évidemment par le point z. Puisque @ est I’ensemble des points de R™
ou la fonction F prend la valeur A, un vecteur u € R™, considéré comme vecteur d’origine
xx, est tangent a la quadrique @, au point zy, si et seulement si DF(x)(u) = 0, c’est-
a-dire si et seulement si (ﬁi F(xy) | u) = 0. Nous avons donc prouvé que le vecteur
TR = @F(wk) est normal a la quadrique @, au point z. Par suite, le point x4 1,
auquel on impose d’étre de la forme xx + sxr, est sur la droite Dy, qui passe par le point
x5, et qui est normale, en ce point, a la quadrique @ . De plus, on choisit s de maniere
que F'(zr1) soit le plus petit possible. Cela prouve que la droite Dy, est tangente en x 1
a la quadrique @, qui passe par ce point, avec bien sir g = F(2g41).
La figure ci-dessous illustre le raisonnement.

Figure 1.

L’interprétation géométrique donnée ci-dessus nous permet aisément de prouver la
proposition suivante.
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8.11. Proposition. — Lors de lapplication de l’algorithme de plus profonde
descente, pour tout k € N, les vecteurs ry et riy1 sont orthogonaux, c’est-a-dire

vérifient (rg|rg+1) = 0.

Preuve : D’aprés I’interprétation géométrique qui précéde, r, 1 est normal en z,yq a la
quadrique @, qui passe par z1, tandis que la droite Dy, paralléle au vecteur 7y, est
tangente en 1 a cette quadrique. Les vecteurs r et r,1 sont donc orthogonaux. On
va d’ailleurs vérifier ce résultat par un calcul direct. On a

(relris1) = (i | A(zr + sirr) — b) = (rilre) + sk(re|Arg)

)
= —_ A =
(Tk|'f'k) (A'f'k"rk) (Tk| Irk) 07
compte tenu de la définition méme de sy,. O

9. La méthode du gradient conjugué

9.1. Principe de la méthode. — Dans la méthode du gradient conjugué, partant du point
xk, on cherche le point x5 sur la droite Dy, passant par z, et normale en ce point a la
variété de niveau de F' qui passe par z. C’est sur cette droite que la fonction F' décroit
initialement (tout prés du point ) le plus vite possible, d’ou le nom de la méthode. Mais
lorsqu’on parcourt la droite Dy, en partant de xj et en allant vers . 1, la décroissance
de F, qui est la plus rapide possible au début, se ralentit; puis, si on dépasse le point
xx+1, F' Se met a croitre. On peut donc penser que choisir le point 2 sur la droite Dy,
n’est peut-€étre pas le meilleur choix possible : en le prenant sur une droite sur laquelle la
décroissance initiale de F' n’est pas la plus rapide possible au début, on pourra peut-étre
faire décroitre F' davantage en passant de zj, & k1. La méthode du gradient conjugué
est basée sur cette idée. Nous allons voir qu’elle posséde une remarquable propriété, qui
peut paraitre assez inattendue lorsqu’on a oublié les propriétés géométriques élémentaires
des ellipses et des ellipsoides : cette méthode aboutit a la solution exacte du probléme
aprés un nombre fini d’itérations (théoreme de Stiefel). Croyant développer une méthode
itérative, nous aurons donc I’heureuse surprise d’avoir développé une méthode directe!
Introduisons tout d’abord une définition.

9.2. Définition. — Soit A € L(R™,R™) une matrice symétrique. On dit que deux

vecteurs u et v € R™ sont conjugués par rapport a A s’ils vérifient
(Aulv) =0.

9.3. Commentaires
a) Symétrie. — En raison de la symétrie de A, on a

(Aulv) = (Av|u) .
La conjugaison est donc une relation symétrique.
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b) Directions conjuguées. — Une direction dans R™ est une classe d’équivalence
d’éléments de R*\{ 0}, pour la relation d’équivalence suivante : deux points = et z’,
éléments de R™\{ 0 }, sont équivalentes s’il existe A € R\{ 0} tel que z’ = Az.

On voit immédiatement que la conjugaison est en fait une relation d’équivalence entre
directions dans R™ : deux directions 6, et 6o dans R™ seront dites conjuguées si, 1
et zo € R*\{0} étant des représentants, respectivement, des directions d; et d,, on a
(Az1|z2) = 0. On voit en effet que le résultat ne dépend pas du choix des représentants
1 et x9 des directions d; et do.

¢) Conjugaison par rapport a une quadrique. — Soitb € R™, et A € R. On considere
la quadrique (supposée non vide et non réduite a un point)
QN = {a:E]R" i (Az — 2b|z) :2)\}.

Deux directions 4§, et d5 seront dites conjuguées par rapport a cette quadrique si elles sont
conjuguées par rapport a A.
Lorsque A est inversible, cette définition a une interprétation géométrique simple. Soit
w = A71(b). Nous avons vu que c’est le centre de symétrie des quadriques Q. D’apreés
un calcul fait précédemment,

Qi = {:E ER"; z=w+z, (Az|z) =2X — (1/2)(w|w) + (b|w) }
Soient alors deux directions §;, et do de R™, uy et us € R*\{0} des représentants,
respectivement de §; et de d,. Supposons que la droite passant par w et paralléle a d;
rencontre la quadrique @ en deux points, x; et z}, évidemment symétriques 1’un de
I’autre par rapport & w. Les hyperplans tangents en z; et en x & @ sont symétriques I’un
de I’autre par rapport a w, donc paralléles. On voit alors que les directions 6, et 45 sont
conjuguées par rapport a 2 si et seulement si la direction 5 est paralléle aux hyperplans
tangents a 2, aux points z et z.
Lorsque la droite passant par w et paralléle a §; ne rencontre pas @@, on peut permuter
les roles de d; et 45, ou encore raisonner dans C™ au lieu de R™, ou mieux dans I’espace
projectif PC(n).

9.4. Principe de la méthode du gradient conjugué. — On revient au cas ou la matrice
A est définie positive. Comme celle de la plus profonde descente, la méthode du gradient
conjugué consiste a partir d’un point arbitraire o de R™, et & construire successivement
des points z1, z2, ..., Tk, ..., de maniére telle que la suite (F(z,), n € N) soit
décroissante. Ces points sont construits comme suit.

A I’étape p, on a déterminé un point z, de R™, un vecteur non nul u,,_; de R™ tangent en
Ty a la quadrique Q p(,,) qui passe par ce point. On pose alors

Tp = raaF(:cp) = Az, —b.
Ainsi qu’on I’a vu, le vecteur r,, est normal en x,, a la quadrique @ g () -

Dans la méthode de plus profonde descente, on cherchait le point suivant z,, 11 sur la droite
passant par x,, et paralléle a r,. Dans celle du gradient conjugué, on cherche d’abord un
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vecteur non nul u,, de R", de la forme
Up = —Tp + SplUp—1,
avec s, € R. Unvecteur de cette forme est élément du plan déterminé par les deux vecteurs
7p €t uy_1. De plus, il estnon nul et dirigé vers I"intérieur de la quadrique Q r (), puisque
rp €st non nul,normal a cette quadrique et dirigé vers I’extérieur de cette quadrique et que
up—1 €st tangent a cette quadrique, donc orthogonal a r,,. On détermine s, en imposant a
up—1 et u, d’étre conjugués par rapport a la quadrique Q g, ), ce qui s’exprime par
(Auplup—1) =0,

ce qui donne
5 — (Arplup—1) .
P (Aup|up-1)

On cherche alors le point suivant z,1 sur la droite passant par z,, et paralléle a w,,
Tpy1 = Tp + tpuy, avec t, € R.

On détermine le réel ¢,, en imposant a F' d’atteindre en z,1 son minimum sur la droite
passant par x,, et paralléle a u,,. On écrit pour cela
1 1
F(zp41) = 2 (Azpy1 — 2b|Tp11) = F(xp) + (rplup)ty + ) (Aup‘up)tz%'
On écrit que la dérivée de cette expression par rapport a t,, est nulle, ce qui conduit a

b= (rpup) _ (Tp|Tp)
? (Aup|up) (Auplup) ’
compte tenu des égalités
(rplup) = (rp| = 1p + Spup—1) = = (rpl7p) ,

provenant du fait que les vecteurs u,_1 et r, sont orthogonaux, le premier étant tangent
et le second normal a la quadrique Q r ;) au point .

9.5. L’algorithme du gradient conjugué. — A I’étape p > 1, on dispose du couple
(@p, up—1, Constitué d’un point z,, de R™ et d’un vecteur non nul u,, de cet espace. On
détermine alors le couple (zp1,u,) grace aux formules

(Arp‘“p—l)

ke o 7 o (Aup-1|up-1)’
(rp|7p)
Up = —Tp + Splp_1, tp:(qu |Z)’
p|Up

Tpr1 = Tp + tpuy .
L’algorithme s’arréte lorsqu’on trouve, a une certaine étape, un vecteur r, nul. En effet,
par hypothése, a I’étape précédente, u,_1 est non nul, u,_1 et r, sont orthogonaux, donc
si rp estnon nul, u, = —r, + spup—_1 €st non nul, on peut donc faire une étape de plus et
déterminer =, 1.
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Pour initialiser I’algorithme, on prend un point quelconque zo de R™. On détermine alors
successivement
To = A:L'O - B y

(rolro)
(AU()"U/()) ’

Ug = —To, to =

1 = 2o + toug -
La premiere étape est donc la méme que dans I’algorithme de la plus profonde descente,
mais a partir de la deuxiéme étape, les deux algorithmes sont différents.

Le lemme ci-dessous va nous permettre de prouver que I’algorithme du gradient conjugué
conduit a la solution exacte du systéme linéaire Az = b en un nombre fini d’étapes.

9.6. Lemme. — Les suites de vecteurs u_j, To, ug, T1, U1, T2, ... (avec, par
convention, u_; = 0), construites par application de I’algorithme du gradient

conjugué, vérifient, pour tout couple d’entiers (p, q) vérifiant 0 < q < p,

(rplrg) =0, (1)
(Arplug—1) =0, (2)
(Auplug) =0, (3)
(Auplrg) =0 (4)

Preuve : Rappelons d’abord que les formules qui font passer de (u,—1,7p) @ (up, Tpt1)
sont

(Arp|up_1)
P EEEEEE— ourp > 1,
Sp =19 (Aup_1|up—1) potry = Up = —Tp + Splp—1,
pour p = 0,
(rp|7p)

ty = —~PP
P (Aup‘up) ’

Cette derniére formule résulte en effet de

’l'p+1 = Tp + tpAup .

Tp41 = Azpy1 — b= A(zp +tpuy) — b= Az, — b+ t,Au, =1, +tAu,.
Faisons p = 1, ¢ = 0. Nous avons
(7‘1|7‘0) = (7'0 + tgAu0|r0) = (T'0|7‘0) + to(AUO|’I‘0)

(ro|ro)

= (TO‘TO) — to(AU,()|’U,0) = (7‘0|7‘0) — (Auo\uo) (AU,()"U,())

=0.
La formule (1) est donc vérifiée. De méme,
(Ari|lu_q) =0,
car par convention u_; = 0. La formule (2) est donc vérifiée. Nous avons aussi

(Ar1|uo)

(Auzluo) = (A(—r1 + s1uo) | uo) = —(Ari|ug) + (Aug|uo)

(AUO‘U,()) =0.
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La formule (3) est donc vérifiée. Enfin,
(A’U,l"l“()) = (A’U,l‘ - U()) = 0,
cas so = 0, donc 7y = —uy. La formule (4) est donc vérifiée.
Supposons maintenant les formules (1) a (4) vérifiées pour tous p, ¢ tels que 0 < ¢ <

p < h. Montrons qu’elles sont encore vérifiées pour tous p, g telsque 0 < g < p < h+1.
Nous avons

(rht1lrq) = (rh + thAun|rg) = (rhlrq) + th(Aun|rq) .
Si 0 < g < h, les deux termes du second membre sont nuls car d’apreés les hypothéses de
récurrence, on peut appliquer les formules (1) et (4). Si ¢ = h on a, d’apres I’expression

de t3,

(Th|Tn)

(Tht1lrn) = (ralrn) + A un) (Aup|ry) .

Mais
(Auh|uh) = (Auh| —Th + shuh_l) = —(Auh|rh) —+ sh(Auh|uh_1) = —(A’U,h|’l‘h) ,
car d’apres I’hypothése de récurrence, (Aup|up—1) = 0. D’ou

(Th_|_1|’f'h) = 0 .
Onaainsi prouvé que la formule (1) est vérifiée pour touspetg telsque 0 < g < p < h+1.
De méme, pour la formule (2),

(Arpialug-1) = (rhta|Aug—1),
puisque A est symétrique. Si ¢ = 0, u,—1 est nul par convention, donc (Arp1|ug—1) est
nul.Sig > 1,r,_1 # 0,donc t,_; # 0 et nous avons
1
Augy = ——(rg —rg-1)-
tg_1

On en déduit
1

tg—1
car d’apres le résultat qui précéde, la formule (1) est vérifiée pour tous p et g tels que
0 < g < p<h+ 1. Donc laformule (2) est aussi vérifiée pour0 < ¢ < p < h+ 1.

De méme, pour la formule (3),

(Arpyalug—1) = (Tht1lrg —rg—1) =0,

(Aupi1lug) = (A(=Tnt1 + snprun) | ug)
= —(Arn+1lug) + snv1(Aunlug) .
Pour 0 < ¢ < h, le premier terme du dernier membre est nul car nous venons de prouver
que la formule (2) est vraie pour 0 < ¢ < p < h + 1. Le second terme étant nul
aussi d’apres I’hypothése de récurrence, nous voyons que la formule (3) est vérifiée pour
0<qg<p<h+1letqg< h.Pourq= hetp= h+1onpeutécrire, d’aprés I’expression
de sp41,

(Arpy1|un)

(Auh\uh) (Auh\uh) =0.

(Aupt1|un) = —(Arp41|up) +



110 Chapitre 11l1. Méthodes itératives

C’est, en effet, la relation qui exprime que uy 11 €t uy, sont conjugués. Nous voyons donc
que la formule (3) est vérifiée pour 0 < g <p < h+ 1.
Enfin, pour la formule (4),

(Aunt1|rg) = (Aupti| — ug + Squg—1) = —(Aunt1|ug) + sq(Aun1|ug-1)-
Le premier terme du dernier membre est nul car on vient de prouver que la formule (3)
est vraie pour 0 < ¢ < p < h + 1. Sig > 0, le second terme est nul pour la méme raison
et, si ¢ = 0, il est nul aussi car par convention u_; = 0. Nous avons donc prouvé que la

formule (4) est vraie pour 0 < ¢ < p < h + 1, ce qui achéve la démonstration du lemme
par récurrence. O

9.7. Théoreme de Stiefel. — L’algorithme du gradient conjugué aboutit a la solution

exacte du systéeme Ax = b en au plus n étapes.

Preuve : On a vu que I’algorithme du gradient conjugué ne pouvait s’arréter a une certaine
étape p que lorsqu’on obtient, a cette étape, r, = 0. Supposons que I’algorithme ne soit
pas encore arrété a I’étape k. On a donc une suite finie rq, 71, ..., rx d’éléments de R,
tous non nuls et deux a deux orthogonaux. Ces vecteurs forment une famille libre (c’est
une conséquence immédiate du fait qu’ils sont tous non nuls et deux a deux orthogonaux),
dans I’espace R™, de dimension n. Par suite, £k < n — 1. On atteint donc nécessairement
une étape p (avec p < n) a laquelle on obtient r, = 0. Mais par définition r, = Az, — b,
donc z,, est solution du systeme linéaire Az = b. O

9.8. Remarque. — Dans la pratique, en raison de la précision nécessairement finie des
calculs numériques en nombres réels, on n’arrive que tres exceptionnellement a obtenir, a
une certaine étape, un z,, € R" vérifiant exactement Az, = b. On doit cependant savoir
que si, apres plus de n étapes, on obtient toujours des r, non négligeables, c’est que
les erreurs d’arrondi dans I’application de la méthode la rendent inopérante a partir de la
valeur arbitrairement choisie comme point de départ zq. Il peut arriver qu’en poussant plus
loin le calcul, c’est-a-dire en poursuivant le calcul pendant plus de n étapes, on aboutisse
finalement a un résultat satisfaisant; mais dans ce cas seules les n derniéres étapes de
I’algorithme sont vraiment significatives et, pour étudier la validité de la solution trouvée,
on devra examiner attentivement la précision des calculs effectués lors de ces n derniéres
étapes.

10. La méthode de Newton

10.1. Description de la méthode. — Soit U un ouvert de R et f : U — R une fonction
continue sur U, a valeurs réelles. On cherche les solutions de I’équation

f(z)=0. (%)
La méthode de Newton permet de déterminer, par approximations successives, une solution
w € U de cette équation, dont on suppose I’existence. Elle est applicable lorsque la fonction



§10. La méthode de Newton 111

f estde classe C* sur U et lorsque sa dérivée f’ ne s’annule pas sur U. En restreignant U
si nécessaire, on peut satisfaire ces conditions lorsque f est de classe C'* sur un voisinage
du point w et lorsque sa dérivée f’ ne s’annule pas sur ce voisinage. Nous allons exposer
son principe en supposant f de classe C'! sur U, mais sans supposer que f’ ne s’annule
pas sur U, car nous verrons qu’il peut arriver que la méthode s’applique méme lorsque f’
s’annule en cetains points de U.

La méthode de Newton consiste & prendre, pour point de départ, un point 2y de U; on
calcule f(xo) et, si f(zo) # 0, on calcule aussi f'(xo); puis, si f'(z¢) # 0, on pose

f(on)
f'(zo)

Cette formule a une interprétation géométrique simple : la tangente au graphe de la fonction
f, au point (zo, f(zo)), est la droite Dy d’équation

Yy — f(fUO) = f/(iﬂo)(l“ - CUO) -

Nous voyons donc que x4 est I’abscisse du point d’intersection de la droite D, avec I’axe
des abscisses.

r1 =g —

Supposons z; élément de U. Calculons f(z1). Si f(xz1) = 0, nous avons trouvé une
solutionw = z; de I’équation (). Dans le cas contraire, calculons f’(x+) et (en supposant

f'(21) # 0), posons

9 = T1 — f(l.l)
f'(z1)
De proche en proche, nous construisons ainsi une suite (zo, 1, ..., Tk, ...) dans

U. En supposant les z; déterminés jusqu’a ¢ = k, on peut faire une itération de plus et
calculer zy1 Si zx € U etsi f'(xy) # 0. Losrsque ces conditions sont satisfaites, zg1
est donné par la formule

= T — f(xk) *k
TR IR ) ()
Posons
()
N(z) = @)

L’application IV, appelée application de Newton, est définie sur le complémentaire dans
U de I’ensemble des points z € U tels que f'(z) = 0. On voit que 2 = N(zx_1). Ondit
que lasuite (zg, z1, ..., T, -..) estI’orbite, issue du point z, du systéme dynamique
discret obtenu par itération de I’application de Newton V.

Lorsqu’a une certaine étape on obtint un point z;, € U tel que f(xx) = 0, il est inutile
de poursuivre le calcul. D’ailleurs, si f/(x) # 0, on obtient z,, = xj pour tout n > k :
la suite devient stationnaire a partir du rang k. On a alors trouvé une solution w = z, de
I’équation (x). Cela n’arrive qu’exceptionnellement.

L algorithme s’arréte pour une valeur finie de &, pour laquelle z, € U, lorsque f(z) # 0
et f'(zx) = 0, ou lorsque 1, calculé par application de la formule (xx), n’est pas
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élément de U. Dans un tel cas, I’algorithme de Newton ne conduit pas a une solution de
I’équation (x), du moins avec le point de départ z, initialement choisi.

Il peut aussi arriver que par application de I’algorithme de Newton, on obtienne une suite
infinie contenue dans U qui ne converge pas dans U. Mais lorsque cette suite infinie
converge vers un élément de U, cet élément est solution de (x). Cela résulte en effet de la
proposition suivante.

10.2. Proposition. — Supposons que I’application de I'algorithme de Newton, &
partir d’un élément initial xo de U, ait permis de construire une suite (z,, , n € N)
d’éléments de U qui converge vers une limite | € U. Alors f(l) = 0, donc w =1 est

une solution de ’équation (x).

Preuve : Nous avons

f(zn) =Ty —x

f'(Tn) § A
Comme par hypothese la suite (x,, , n € N) converge vers un réel [, la formule ci-dessus
montre que limy,_, o f(zx)/(f'(zn)) = 0. Mais par hypothése f est de classe C'* sur
U, donc f et f’ sont continues sur U. Comme par hypothése [ € U, f(zy,) et f'(z,)
convergent vers f(l) et f’(l), respectivement. La formule ci-dessus montre alors que
nécessairement f(l) = 0. O

Le théoréme suivant indique des conditions suffisantes de convergence de I’algorithme de
Newton.

10.3. Théoréme. — Soit U un ouvert de R et f : U — R une application de classe
C?. On suppose qu’il existe un élément w de U tel que f(w) = 0 et f'(w) # 0.

Alors il existe un réel n > 0 ayant les propriétés suivantes :

() intervalle [w — n,w + 7] est contenu dans U, la dérivée f' de f ne s’annule
pas dans cet intervalle, et le point w est 'unique solution de I’équation f(z) = 0

contenue dans cet intervalle;

(i) pour tout xo € [w — n,w + 0|, Papplication de 'algorithme de Newton avec x
comme point initial donne une suite infinie (z,, , n € N), contenue dans 'intervalle
[w — n,w + 7|, qui converge vers le point w; de plus, la convergence est au moins
aussi rapide que la convergence vers 0 d’une progression géométrique de raison

strictement infétrieure & 1.

Preuve : Puisque U est ouvert, que f’ est continue et que f'(w) # 0, il existe n; > 0
tel que I’intervalle [z — 11,z + 1] soit contenu dans U et que f’ ne s’annule pas sur
cet intervalle. La fonction f étant strictement monotone sur cet intervalle, w est I’'unique
racine de I’équation f(z) = 0 contenue dans cet intervalle. Nous voyons qu’en choisissant
un réel n vérifiant 0 < n < 7y, les conditions (i) seront satisfaites.
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Puisque f est de classe C?, les dérivées premiére f’ et f’ de f sont continues sur le
compact [w — n, w + 7). De plus, f' ne s’annule pas sur ce compact. Par suite, nous avons

M = inf  |f'(z)| >0, m= sup |f"(z)] < +oc.
z€[w—n,w+n] z€[w—n,w+n]

Choisissons un réel > 0 vérifiant
mn
< et =— <1.
=" T oM <
Nous allons prouver que n répond a la question. Supposons que I’application de
I’algorithme de Newton, & partir d’un point initial o € [w — n,w + 7|, ait permis de
construire les z; jusqu’as = k et que ces points appartiennent a I’intervalle [w — n, w + 7).

Puisque f'(zx) # 0, nous pouvons définie 251 et nous avons, compte tenu de f(w) = 0,

_ f(zk) _ Jw) = f(ox) = ['(zr) (W — zx)
Tk+1 W = Tk f’(.’lik) w = f’(xk) .
Mais d’aprés la formule des accroissements finis avec reste de Lagrange,
1
|f(w) = flzr) — f'(zk)(w —2p)| < 5 Sup | (zr + tw — 24)) | |w — 2|
0<t<1

mn
< — |w— Tk -
2 | ¢l

Nous en déduisons

m
||xk—w|§—n|xk—w|:r|xk—w|.

i1 — w| < _mn
2[ /(1) aM

Comme 0 < r < 1, cette derniére inégalité prouve que g1 € [w — n,w + n]. Ainsi, de
proche en proche, nous voyons que I’application de I’algorithme de Newton a partir du
point =y permet de construire une suite infinie (z,, n € N) contenue dans I’intervalle
[w — n,w + 7], et dont le terme général vérifie |z, — w| < r™|zo — w|. Nous pouvons
conclure que la suite (z,, , n € N) converge vers w, au moins aussi vite que la progression
géomeétrique de raison r converge vers 0. 0

10.4. La méthode de Newton pour les fonctions de plusieurs variables. — Soient E et
F deux espaces vectoriels réel de méme dimension finien, U unouvertde Eet f : U — F
une application de classe C!. Pour tout = € U, nous notons D f(z) la différentielle de f
au point . Rappelons que c’est une application linéaire de E dans F'.

Pour tout zz € U tel que D f(x) soit un isomorphisme de E sur F', posons

N(z) =z — (Df(2))"'(f(2)),

ol nous avons noté (Df(x))_l I’isomorphisme de F sur E inverse de I’isomorphisme
Df(x). L’application N, ainsi définie sur I’ouvert formé par les éléments = € U tels que
D f(x) soit un isomorphisme, est appelée application de Newton.

Pour résoudre, par approximations successives, I’équation

f(z)=0,
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I’algorithme de Newton consite & construire une suite (zo, =1, ..., Zg, ...) €N
choisissant un point 2y € U et en posant, chaque fois que les x; ont déja été définis
jusqu’as = k, qu’ils sont éléments de U et que D f(xj) est un isomorphisme,

Tpp1 = N(zg) =z — (Df(zr)  (f(zx)) -

Il est facile de voir que la proposition 10.2 et le théoréme 10.3 restent applicables

moyennant des adaptations évidentes : il suffit de munir E et F' de normes et les
espaces d’applications linéaires L(E, F') et L(F, E) des normes associées, de remplacer
judicieusement les valeurs absolues qui apparaissent dans les énoncés et les démonstrations
de 10.2 et 10.3 par des expressions formées au moyen de ces normes, et de remplacer dans
10.3 I’intervalle [w — 7, w + 7] par la boule fermée de centre w et de rayon 7.

10.5. La méthode de Newton-Raphson. — La méthode de Newton pour une fonction de
plusieurs variables nécessite, a chaque itération, le calcul de I’inverse de I’isomorphisme
Df(xy). On utilise souvent en pratique des variantes de la méthode de Newton dans
lesquelles on évite d’avoir a faire ce calcul (assez lourd) a chaque itération. On peut,
par exemple, calculer B = (Df(:::o))_1 seulement pour le point initial =, et poser (en
supposant que les z; ont été déterminés jusqu’a i = k et qu’ils appartiennent a I’ouvert
U),
Try1 =z — B(f (zx)) -

. . -1 N " . .
On peut aussi convenir de calculer (D f(zx))  non pas a chaque itération, mais seulement

une fois sur 10 (ou une fois sur 100), et faire comme si (Df(ack))_1 restait constant pendant
10 itérations (ou 100 itérations, respectivement).

Le lecteur intéressé trouvera une étude de la convergence de ces généralisations de la
méthode de Newton dans le livre de P. G. Ciarlet, Introduction a I’analyse numérique
matricielle et a I’optimisation, Masson, Paris, 1990.
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Chapitre 1V

Résolution numérigque des équations différentielles

1. Méthodes numériques approchées

Nous avons étudié jusqu’a présent deux types de méthodes numériques : les méthodes
directes, qui conduisent a la solution exacte du probléme (aux erreurs dues a la précision
finie des calculs numériques en nombres réels pres), et les méthodes itératives, qui en
principe permettent, en augmentant le nombre d’itérations, d’obtenir un résultat aussi
proche qu’on le veut de la solution exacte. Remarquons au passage que dans la pratique,
les erreurs d’arrondi augmentant avec le nombre d’itérations, les méthodes itératives ne
permettent pas vraiment d’approcher arbitrairement prés de la solution exacte.

On va maintenant étudier un exemple de méthode d’un autre type : une méthode approchée,
qui résoud le probléme considéré seulement de maniére approximative. Les méthodes
de ce type comportent un paramétre que I’on peut librement choisir; par ce choix, on
peut, au prix d’un allongement des calculs, diminuer I’écart entre la solution exacte et
I’approximation fournie par la méthode. En appliquant la méthode plusieurs fois, avec des
valeurs décroissantes (ou croissantes, selon le cas) du paramétre, on obtiendrait, comme
avec les méthodes itératives, une suite d’approximations de la solution exacte, convergeant
(si la méthode est bonne) vers cette solution exacte. Mais contrairement a ce qui a lieu
avec les méthodes itératives, chaque application d’une méthode approchée nécessite de
reprendre le probléme a son début : on ne peut pas prendre pour point de départ le résultat
obtenu lors du calcul approché précédent.

L’exemple de méthode approchée que nous allons étudier concerne la résolution des
équations différentielles. D’autres exemples de méthodes approchées sont la méthode des
trapézes pour le calcul d’intégrales, et les méthodes de calcul de transformées de Fourier.

2. Rappel sur les équations différentielles

2.1. Définitions. —

1. Une équation différentielle sous forme canonique, dans un espace vectoriel E (réel,

de dimension finie) est une équation de la forme

@' (t) = f(t 0()), (1)

ol f est une application d’un ouvert {2 de R x E dans F.

Algebre et algorithmique 115 J.-P. Francoise et C.-M. Marle
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2. Une solution de cette équation est une application ¢ d’un intervalle ouvert I de
R dans FE, continue et dérivable en tout point t de I, telle que, pour tout t € I, sa
dérivée ¢’ (t) en ce point, soit égale & f(t,¢(t)).

3. Une donnée de Cauchy pour I’équation différentielle (1) est un point (to,xo) de
Q. On dit qu’une solution ¢ : I — FE satisfait cette donnée de Cauchy si ty € I et
o(to) = zo.

4. Une solution ¢ : I — E de l’équation (1) est dite maximale si toute autre
solution v : J — E, définie sur un intervalle ouvert J de R contenant I, et telle
que |I: @, est en fait égale a ¢ : J = 1,1 = . En d’autres termes, une solution
est dite maximale lorsqu’on ne peut pas agrandir l'intervalle sur lequel elle est

définie.

On indique ci-dessous, sans démonstration, le trés important théoreme de Cauchy-
Lipschitz (enseigné dans I’unité C2 de la licence).

2.2. Théoréme de Cauchy-Lipschitz. — Soit F un espace vectoriel de dimension
finie, Q) un ouvert de R x E, et f : (2 — E une application continue, et localement
lipschitzienne par rapport & sa seconde variable. Cela signifie que tout point (tg, xo)
de Q posséde un voisinage U (dans R x E, U C Q), tel qu’il existe k € R, vérifiant
la propriété suivante :
— si (t,z) et (¢,2") € U, alors || f(t,z) — f(t,2')|| < kl|lz — 2]

Alors, pour toute donnée de Cauchy (tg,xo) € €2, il existe une solution maximale
unique de ’équation différentielle (1) vérifiant cette donnée de Cauchy. De plus,

toute solution de (1) vérifiant cette donnée de Cauchy est une restriction de cette

solution maximale & un sous-intervalle ouvert de son intervalle de définition.

2.3. Remarques

a) On a supposé I’espace vectoriel £ muni d’une norme, afin de pouvoir écrire I’inégalité

[f(t,2) = f(t,2")]| < Kkllz — 2|

Le choix de cette norme n’a pas d’importance, car £ étant supposé de dimension finie, on
sait que toutes les normes sur cet espace sont équivalentes.

b) Le théoréme de Cauchy-Lipschitz reste valable lorsque E est un espace de Banach de
dimension infinie (mais dans ce cas on doit bien préciser la norme dont il est muni, pour
laquelle il est complet).

c) Il existe d’autres théorémes d’existence, pour E' de dimension finie, applicables lorsque
f est continue mais pas nécessairement localement lipschitzienne par rapport a sa seconde
variable. Mais alors, en général, on ne peut pas affirmer I’unicité de la solution maximale
satisfaisant une donnée de Cauchy spécifiée.
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d) Dans de trés nombreux cas, la fonction f est différentiable de classe C* (cela signifie
qu’elle a des dérivées partielles par rapport a ¢ et par rapport & chaque composante de x
(une fois choisie une base de E), qui sont des fonctions continues de (¢, z). L’inégalité
des accroissements finis (étudiée dans I’unité de valeur C2 de la licence) permet de
montrer que dans ce cas, f est localement lipschitzienne par rapport a I’ensemble des
deux variables (¢, x), donc, a fortiori, par rapport & sa seconde variable . Le théoréme de

Cauchy-Lipschitz lui est alors applicable.
e) Supposons le théoréme de Cauchy-Lipschitz applicable a I’équation (1), et soit

(to,xo) € €2 une donnée de Cauchy. La solution maximale ¢ de (1) satisfaisant cette
donnée de Cauchy est définie sur un intervalle ouvert I =], 8] de R, avec a < ty < f.
On peut, selon les cas, avoir « fini ou égal a —oo, et de méme /3 fini ou égal @ +oco. Il n’est
pas toujours facile d’évaluer « et 3. On montre cependant le résultat suivant :

— Pour tout r > 0, on note B'(zo,7) = {x € E | ||z — xol| < r } la boule fermée de
centre xq et de rayon r. Soient{ > 0 et r > 0 tels que [to, to + ] X B'(x0,7) Soit contenu
dans €. Si la restriction de f a [to,to + ] x B'(zg,r) Vérifie
sup lfeo <7,
(t,z)€E[to,to+I]x B (xo,r)
alors to + 1 < B et, pour tout ¢ € [to, to + 1], p(t) € B'(zo,r).
De méme, si [to — I,to] x B'(zo,r) est contenu dans et si la restriction de f a
[to — I, to] x B'(zg,r) Vérifie
swp 1@ <7
(t,z)€lto—1,to]x B’ (z0,T)
alors a < to — [ et, pour tout ¢ € [tg — I, to], ¢(t) € B'(xo,7).

3. Laméthode d’ Euler

3.1. Hypothéses générales et notations. — On va s’intéresser, dans le présent paragraphe
et les suivants, a des méthodes qui permettent la détermination approchée de la solution
de I’équation différentielle (1) satisfaisant la donnée de Cauchy (to,zo) € €2, sur un
intervalle [to, to + T'], avec T' > 0. On pourrait aussi bien appliquer les mémes méthodes
pour la détermination approchée de cette solution sur I’intervalle [to —T', to]. On supposera
pour simplifier qu’il existe » > 0 tel que [to, %o + T x B'(zo,r) soit contenu dans 2 et
que

sup |7t 2)] < %
(t,x)E[to,to+Tx B’ (xo,r)

D’aprés la propriété indiquée en 2.3.5, on est alors assuré de I’existence de la solution
cherchée sur I’intervalle [tg, to + T']. On note ¢ cette solution.
Soit h > 0, h < T. Soit J(h) le plus grand entier k tel que kh < T. Pour tout entier 5
vérifiant 0 < ¢ < J(h), on pose, pour alléger I’écriture,

t; =to +ih, i = p(t;)
ou ¢ désigne la solution exacte de (1) vérifiant la donnée de Cauchy (g, xo).
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3.2. Formules d’Euler. — La méthode d’Euler consiste a prendre, pour valeur approchée
des ¢;, les quantités @; (0 < ¢ < J(h)) définies par

Q= po = o,
(bi—i—l = (I)Z + hf(tz, @Z) pour 0 S 1 S J(h) .
Cette méthode a une interprétation simple. On a en effet, pour tous ¢ et ¢’ appartenant a
I’intervalle de définition de ¢,

tl
o(t) =<p(t)+/ f(s:0(s)) ds,
t
donc en particulier
tit1
Pit1 = @i +/ f(s,0(s)) ds.
t;
On voit donc que les valeurs approchées ®; sont obtenues en remplagant la fonction
intégrée f (s, ¢(s)) sur Iintervalle [¢;, ¢;+1] par la constante f(¢;, ®;). On aen effet :

tit1
D=9, + / f(ti, @) ds =D + hf(t;, ®;),

t;
puisque t;+1 — t; = h. La méthode d’Euler consiste a faire comme si la dérivée

—dfl(s) = f(s, (p(s)) de la solution ¢ gardait une valeur constante f(¢;, ®;) sur chaque
S

intervalle [t;,¢;11].
3.3. Théoreme. — L’approximation de la solution ¢ donnée par la méthode d’Euler

converge uniformément vers cette solution lorsque h tend vers 0. Cela signifie que

lim  sup [[®; — ¢l =0.
h—=00<i<.J(h)

La démonstration de ce théoréme repose sur le lemme suivant.

3.4. Lemme de Gronwall discret. — Soient (a;) et (b;) deux suites de réels > 0,
avec 0 <1 < N. On suppose qu’il existe une constante A > 0 telle que, pour tout
1, 0 <1< N —1, on ait

aiv1 < (14+XNa; +b;.
Alors on a, pour tout i, 0 <i < N,

1—1
a; < eMag + Z ek(i_j_l)bj .
j=0
Preuve : Puisque A > 0,0n a
1+A<er,

donc, pour toutj (0 < 5 < N — 1),

A
aj1 < e aj—l-bj.
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Posons
a; = 'yje)‘j .
L’inégalité précédente devient
ou
Yi+1 <5+ e_A(j_H)bj .
En additionnant ces inégalités pour j allant de 0 @ s — 1, on obtient

i—1

S S
j=0

ou en revenant aux a; et en remarquant que ag = "o,

i—1
a; < eMag + Z e’\(i_j_l)bj .
Jj=0

Preuve du théoréme 3.3: On peut écrire, pour tout i (0 <7 < J(h) — 1),
Qi1 = O + hf(ts, D),
Pit1 = @i + hf(ti, i) + €,

ou on a posé
tit1
= [ £ () ds - bt 00).
t;
On en déduit
Pit1 — @iv1 = B — @i + h(f(ti, @3) — f(ti, 0:)) — i
d’ou

[Piv1 = itall < 1Pi = @ill + Al f (8, Pi) = f(Er pi)ll + [leall -

Mais puisque f satisfait les hypothéses du théoréme de Cauchy-Lipschitz, elle est
localement lipschitzienne par rapport a sa seconde variable. On supposera pour simplifier
qu’elle est lipschitzienne par rapport a sa seconde variable (un raisonnement basé sur la
compacité de go([to, to + T]) permettrait d’étendre le résultat au cas ou f est seulement
localement lipschitzienne par rapport a sa seconde variable). Il existe donc une constante

K > 0telle que
|| £ (s, @3) — f(ts, 00) || < K@i — ill,
d’ou
[Pit1 — @iv1ll < (1 4+ Kh)[|®; — @i + le&]] -

En appliquant le lemme de Gronwall discret, on en déduit que pour toutz, 0 < ¢ < J(h),

i1
[®; — @ill < " @g — o + ZehK(Z_J_l)HGjH -
=0
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Mais on a
hKi < hKJ(h), hK(i—j—1) <hKJ(h),
donc, puisque hJ(h) < T,

hKi< KT, hK(i—j—1)<KT.

On a donc

i—1
@5 = pill < X7 (1190 = ol + 3 llesll)
=0

Mais par hypothése |®¢ — || = 0. D’autre part on a

lejll = H/tt+ (£t o) = f(tiso(t))) at|

ti+1
</
tj

Lafonctiont — f (t, go(t)) est continue sur I’intervalle [tq, o + 7’|, qui est compact. Cette
fonction est donc uniformément continue. Pour tout e > 0, il existe donc unn > 0 tel que,
sitett’ € [to,to + T vérifient |t — t'| < 5, alors

1t 0) - 1€00))| <.

Par suite, si h < n,onapourtoutj, 0 < j < J(h)—1,

tj+1
nws/
t;

1—1
3" llell < ihe < J(R)he < T .
7=0

f(t o) — f(tio(ti)) H dt .

I (o) — £t 90(85))|| dt < he.

On adonc

D’ou
19 — il| < TeXTe.
Ceci prouve que

lim sup [[®; —¢;| =0.
h=00<i<J(h)

3.5. Remarques

a) La somme
J(h)—1

Z hf(ti, o(ti))

est une somme de Cauchy-Riemann pour I’intégrale

to+T
/ f(t, (b)) dt.

to
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La propriété démontrée ci-dessus, selon laquelle

J(h)—1

li il = Y,
i Y faf =0

1=0
est une conséquence de théorémes établis lors de I’étude de I’intégrale de Riemann d’une
fonction continue.

b) Dans la pratique, la méthode d’Euler n’est pas utilisable sauf dans des cas trés
particuliers, sa convergence étant trop lente. C’est pourquoi nous allons étudier d’autres
méthodes.

4. Notion générale de schéma a un pas

On considere I’équation différentielle, dans I’espace vectoriel £ de dimension finie,

¢'(t) = ft, o), (1)
la fonction f satisfaisant les hypothéses du théoréme de Cauchy-Lipschitz. On note ¢
la solution exacte de cette équation vérifiant la donnée de Cauchy ¢(tg) = zo. Comme
précédemment, on suppose que son domaine de définition contient I’intervalle [tq, to + T'].
On choisit un réel h vérifiant 0 < h < T, et on note J(h) le plus grand entier tel que
hJ(h) < T.On note, pour tout entier 4 vérifiant 0 < i < J(h),

t; = to +ih, vi = p(ti) -
Comme dans le paragraphe précédent, on cherche des valeurs approchées ®; des ;.
4.1. Définition. —  On dit que les valeurs approchées ®;, des ¢; = ¢(t;)

(0 < i < J(h)) sont données par un schéma a un pas lorsqu’elles sont données
par des formules de la forme

(I)OZQO();
(I)i+1:¢i+hF(ti,(I)i,h), OSZSJ(h)—l,

ol F' est une fonction des trois variablest € R, x € E, h € RT.

4.2. Exemple. — Le schéma d’Euler, étudié dans le paragraphe précédent, est un schéma
a un pas, dans lequel la fonction F' est

F(t,z,h) = f(t,z).

4.3. Définition. — Le schéma & un pas défini par la fonction F est dit stable s’il
existe une constante M > 0 telle que, pour tous Uy et Vy € E, tout h > 0 assez
petit et toute suite (¢;), 0 < i < J(h), d’éléments de E, les suites (U;) et (V;)
définies par
Uiy =U; + hF(t;, Ui h)
{ Vigr = Vi + hF(t;, Vi, h) + €
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vérifient, pour tout i (0 <1i < J(h)),

i—1
1U: = Vill < M(Jluo — Voll + D llesll)
J=0
4.4. Exemple. — Dans le paragraphe précédent, en appliquant le lemme de Gronwall

discret, on a prouvé la stabilité du schéma d’Euler.

4.5. Définition. — Le schéma a un pas défini par F' est dit consistant avec I’équation
(1) si pour toute solution exacte ¢ de cette équation on a

J(h)—1

lim Z H‘P(ti—i-l) — @(ti) — hF (ti, o(t:), h)H =0.

4.6. Définition. — On dit que le schéma numérique donnant les ®; (0 < i < J(h))
comme valeurs approchées des @; = ¢(t;) converge, sur [to,to+ T, vers la solution

exacte, si
lim sup [[®; — ;| =0.
h—=00<i<J(h)
4.7. Théoreme. — Un schéma & un pas stable et consistant avec ’équation (1) est

convergent vers la solution exacte de cette équation.

Preuve : Posons U; = ®;, V; = ;. En raison de la stabilité,
i—1
@i = ill < M (190 = ol + |51 — 05 — b (5,05, )] ) -
§=0

Mais on prendra @y = g, et la somme des termes figurant au second membre tend vers
0 lorsque h — 0 a cause de la consistance du schéma avec I’équation. O

On va maintenant indiquer des conditions nécessaires et suffisantes, ou simplement
suffisantes, pour qu’un schéma a un pas soit consistant avec une équation, ou soit stable.

4.8. Théoreme. — Considérons un schéma & un pas défini par une fonction F'

continue. Ce schéma est consistant avec I'équation (1) si et seulement si

F(t,u,0) = f(t,u).

Preuve : Notons ¢ la solution exacte de I’équation et posons

ei = @(tiy1) — @(ti) — BF (ti, o(ts), h) .
Ona

c= [ ((0p) Pl o0, 1))

t;
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On peut écrire
f(t, o) = F(ti, p(t:), h) = f(t,0(t)) = f(ti, o(t:))
+ f(tis () — F(ti, o(t:),0)
+ F(ti, 0(t:), 0) — F(ti, o(t:), h)
d’ou

a= [ (1000) = 115 pt0))

i

+ h(f (ti; ﬁP(ti)) - F(ti, o(ti), 0)) (%)

+ h(F (1, 0(t:),0) = F (L, 9(t:), 1))
On en déduit la majoration :

J(h)—1 J(h)—1 tit1
>l < o [ re0) - 1 0w)|
1=0 1=0 i

J(h)—1

thy | £t o(t)) = F(t:, 002, 0)|

J(h)—1
+h 2_: HF(ti, @(t;),0) — F(t;, o(t;), h) H .

Le premier terme du membre de droite tend vers 0 lorsque A — 0, ainsi qu’on
I’a déja prouvé lors de I’étude de la convergence du schéma d’Euler. La fonction
(t,h) — F(t,(t), h) est continue, donc h — F (¢, ¢(t), h) est continue, uniformément
par rapport a t sur I’intervalle [to, %o + T]. Par suite, le troisiéme terme du membre de
droite tend vers 0 lorsque h — 0.

Supposons que pour tous ¢ et u, F'(t,u,0) = f(t,u). Alors le second terme du membre de
J(h)—1
droite de I’inégalité ci-dessus est nul, et par suite Z ||e;|| tend vers 0 lorsque h — 0,
i=0
ce qui exprime que le schéma est consistant avec I’équation.
Réciproquement, supposons le schéma consistant avec I’équation. En réordonnant I’égalité

(%), on obtient la majoration

J(h)—1

h Z Hf(tia(P(ti)) — F(t;, 0(t:), O)H

J(h)=1 4 J(h)—1
< Z /t f(te(t) — f(tiaw(ti))H dt + Z |||
i=0 Jti i=0
J(h)—1

+h Z HF(ti, o(t:),0) — F(ti, o(t:), h) H .
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Les trois termes du second membre tendent vers 0 lorsque 2 — 0. Il en est donc de méme
du premier membre. Mais d’apres la théorie de I’intégrale de Riemann, celui-ci tend,
lorsque h — 0, vers I’intégrale

to+T
/t Hf (8,0(®) - F(t,saa),o)H dt .

Cette intégrale est donc nulle. La fonction intégrée étant continue et > 0, est
nécessairement identiquement nulle. On a donc

f(t, (1) = F(t, ¢(t),0) .

D’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, pour tout (0, x) appartenant au domaine de
définition de f, il existe une solution ¢ telle que ¢(6) = z. On a, en appliquant le résultat
qui précéde a cette solution,

f0,z) =F(0,z,0),

ce qui est le résultat qu’on voulait démontrer. O

4.9. Théoreme. — Pour que le schéma & un pas défini par la fonction F' soit stable,

il suffit que cette fonction soit lipschitzienne par rapport & sa seconde variable.

Preuve : Supposons F' lipschitzienne par rapport a sa seconde variable. 1l existe alors une
constante K > 0 telle que, pourtoust € R, uetv € E, h € RT,

HF(t,u, h) — F(t,v,h)” < |Ju —v]|.

Soient Uy et V; deux éléments de E, et (¢;), avec 0 < 7 < J(h) — 1, une suite d’éléments
de E. Posons, pour tout entier 4 vérifiant 0 < i < J(h) — 1,

Uir = Us + hE(t, U B),  Visr = Vi + hF (8, Vi, h) + ;.
Ona
[Uiv1 = Vigall < |[Us = Vill + h||F(ti, Ui, h) = F(ts, Vi, h) || + el
< (1 +hK)|U; = Vil + lell -

En appliquant le lemme de Gronwall discret, on obtient

i—1
1U; = Vill < " [Ty — Vol + ) e"FE=7D ¢
§=0
1—1
< T (106 = Voll + > llgsl) »
§=0
ce qui prouve la stabilité du schéma. O

La notion de schéma d’ordre p (relativement a I’équation (1)) définie ci-dessous précise
celle de schéma consistant avec cette équation.
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4.10. Définition. — Le schéma a un pas défini par la fonction F' est dit d’ordre p
(avec p réel > 0) relativement a ’équation (1) si, pour toute solution exacte ¢ de

(1), il existe une constante ¢ > 0 telle que

J(h)—1
o | ettin) = olt) = hF (ks (2, 1) < O
i=0
4.11. Théoreme. — Si le schéma a un pas défini par la fonction F' est stable

et d’ordre p relativement a ’équation (1), il converge vers la solution exacte de

I’équation au moins aussi vite que la suite (h?) converge vers 0 lorsque h — 0.

Preuve : Le méme calcul que celui fait pour prouver la convergence d’un schéma stable et
consistant conduit a I’inégalité

12 = il < M([|®o — ol + CRP),

ce qui implique le résultat puisque ®¢ = . O
4.12. Théoreme. — Soit ’équation différentielle
o'(t) = f(t, (1)) - (1)

On suppose f de classe CP, avec p > 1. On considére un schéma a un pas défini
par une fonction F(t,x,h), continue par rapport a (t,x,h), p fois dérivable par
rapport a h, et dont les dérivées (par rapport a h) jusqu’a 'ordre p sont toutes des
fonctions continues de (t,z, h). Ce schéma est d’ordre p relativement a I’équation
(1) si et seulement si, pour tout entier k vérifiant 0 <k <p—1, on a
OFF(t,z,h) = fr(t,x)
Ohk h=0 k417

ot fr(t,z) est défini par
fO(t7 'T) = f(t, .T) ’

fin(te) = 282 b ) (s00), 0<h<p-1,

ot Dy fy(t,x) désigne la différentielle partielle de fi par rapport a sa seconde

variable x.

Preuve : Faisons une remarque préliminaire. Une solution exacte ¢ de I’équation (1) est
de classe CP*1. On a en effet
¢ (t) = f(to(t).

Comme ¢ est dérivable, elle est continue; f étant aussi continue, I’expression ci-dessus
montre que ¢’ est continue, donc que ¢ est de classe C''. Supposons ¢ de classe C* (avec
1 < k < p), (hypothese de récurrence). L’expression ci-dessus montre que ¢’ est aussi de
classe C*, donc que ¢ est de classe C¥*1. On a ainsi prouvé par récurrence que ¢ est de
classe CP*1. On vérifie aisément que ses dérivées successives ont pour expression

e®(t) = fro1(t, (1)) -
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Posons, pour tout entier i (0 < 7 < J(h) — 1),

ei = (tir1) — @(ti) — hF (i, p(ti), ) .
En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral on obtient

hP Bt (4,0 — t)P
€ = p(t;) + ho' () + - + _'(p(p) (t;) +/ %(p@-i-l)(t) dt
! ¢ !

—o(t;) — h(F(ti’ o(t:), 0) n haF(tiégZ(ti, 0)

+

L S0 | [t PR,
(p— 1) Ohr~1 o (@-D! Ohr 2

En groupant les termes de méme degré en h, on peut écrire

p k tit1

_ Bi ik i — )P )

ei_z(k—l)!h +/t' T o P (1) dt
k=1 i

h — g1 OPF ti ti
—h/ (h S) ( 7@( )’S)dS,
o (p—1)! oh»
ou on a posé
Bi = ¢'(t;) — F(t;, ¢(t;),0),
®)(t,) O TF(t;, o(t;),0
k % (t’L) ( 'L7Q0( l)a )
o — — 2< k<
i 2 Ahh—1 ’ ksp
Si, pour tout entier k vérifiant0 < k <p—1,0na
8kF(t7$7h fk:(trr)

)| _
Ohk 0= k+1 "
les B¥ sont tous nuls, donc

tit1 (t'+1 _ t)p h (h — S)P—l
el < Al et (g dt+h/
el < [ B oD [

OPF (tza @(tza S))
Ohp

On en déduit une majotration de ||¢;|| de la forme

8pF(tz', (p(ti), S)

ohp ds.

Mais || @1 ()] et sont bornés lorsque t € [to, to + T, s € [0, h)].

le;|| < MRpPT,

ou M est une constante ne dépendant pas de 7. D’ou

J(h)—1
D el < MJ(R)RPTE < MTh?,
=0

puisque hJ(h) < T. Cela prouve que le schéma est d’ordre p relativement a I’équation

(1).
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Réciproquement, si le schéma est d’ordre p relativement a (1), un raisonnement par
récurrence sur k analogue a celui fait pour montrer que si un schéma est consistant avec
I’équation, la fonction F' vérifie F'(t,u,0) = f(t, ), montre qu’on a nécessairement,
pour tout entier k vérifiant0 < k <p — 1,
OFF(t,z,h) = fr(t,x)
Ohk h=0 k+1 °

5. Lesméthodes de Runge-Kutta

Les méthodes de Runge-Kutta sont parmi les plus utilisées pour la résolution approchée
des équations différentielles. Elles font partie des schémas a un pas. Il en existe de tous
les ordres. Nous allons décrire successivement les méthodes de Runge-Kutta d’ordre 2 et
d’ordre 4.
5.1. La méthode de Runge-Kutta d’ordre 2. — Elle consiste a poser

D1 =y,

h
D0 =0, + §f(ti,‘1>i,1) ,

h
Qi1 =P+ hf(ts + 5 D;9).

C’est une méthode a un pas, associée a la fonction

F(t,x,h)=f (t+ %,x+ gf(t,x)) .
Cette méthode est stable, consistante avec I’équation considérée et, lorsque f est de classe
C?, d’ordre 2 relativement a cette équation. On le vérifie aisément en appliquant les
théoremes du paragraphe précédent. Ainsi par exemple, en supposant f lipschitzienne de

rapport K relativement a sa seconde variable,

|F(t,u, h) — F(t,v,h)|| = Hf<t+ g,w gf(t,u)) —(t+ g,w gf(t,v))H

< K|ju+ 250 v - S50

< K (fju— vl + %Hf(t,U) ~ ft0)])

hK
<& (1425 ) Ju—o.

ce qui prouve que F' est lipschitzienne par rapport a sa seconde variable, donc que le
schéma est stable. De méme on a
F(t,z,0) = f(t ),
ce qui prouve que le schéma est consistant avec I’équation (1). En dérivant par rapport a
h, on obtient
F'(t,z,h) = %% <t+ ﬁ,az—i— gf(t,x)> + %sz (t—i—

' pat 5 l2)) F0.2).

2
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On en déduit

Fo,,0) = 5 (252 4 Dape o) (1(0.0)) = 31l00).

ce qui prouve que le schéma est d’ordre 2.

5.2. La méthode de Runge-Kutta d’ordre 4. — C’est la plus utilisée en pratique. Elle
consiste a poser

®; 1 =9,,

h
D;0=; + §f(ti + ;cbi,l) ;

(RIS VN IS

D;3=7; + gf(ti + ;‘I’i,z) ,

S, 4=, +hf (ti + h, ‘I’i,3> ,

D1 =0, + %(f(tz', Q)+ 2f (ti + g, q’z’,z) +2f (ti + g, q’z’,s)

+ f(t: + h, @,4)) .

C’est encore une méthode a un pas. On laisse au lecteur le soin d’établir I’expression de
la fonction F' correspondante. On vérifie aisément que le schéma est stable et consistant
avec I’équation. On vérifie aussi, au prix de calculs assez laborieux, que lorsque f est de
classe C*, le schéma est d’ordre 4.



