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. Introauction,

Le probleme de Kepler est un systeme hamiltonien
completement intégrable dont I'importance pratique est tres
grande : c’est un modele du mouvement des planetes du
systeme solaire, et son equivalent quantique est un modele de

I'atome d’hydrogene.
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. Introauction,

Le probleme de Kepler est un systeme hamiltonien
completement intégrable dont I'importance pratique est tres
grande : c’est un modele du mouvement des planetes du
systeme solaire, et son equivalent quantique est un modele de
I'atome d’hydrogene.

De plus, certaines de ses propriétés le rendent particulierement
iIntéressant du point de vue mathématique :

# Ses mouvements comportant une collision du point mobile
avec le centre attractif ne sont pas définis pour toutes les
valeurs du temps; cependant, ce systeme est régularisable : on
peut le projeter sur un autre systeme hamiltonien dont tous les
mouvements sont eternels;

# l'algebre de Lie des symétries infinitésimales des
mouvements d’énergie totale fixee déepend du niveau d’énergie
consideré.
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|. Introduction (2).

# Pour les mouvements d’énergie négative (orbites elliptiques)
I'algebre de Lie des symetries infinitésimales est isomorphe a

so(4);
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|. Introduction (2).

# Pour les mouvements d’énergie négative (orbites elliptiques)
I'algebre de Lie des symetries infinitésimales est isomorphe a

so(4);
#» pour les mouvements d’énergie nulle (orbites paraboliques)

c’est 6(3) . 'algebre de Lie des déplacements infinitésimaux
(rotations et translations) d’un espace euclidien de dimension 3;
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|. Introduction (2).

# Pour les mouvements d’énergie négative (orbites elliptiques)
I'algebre de Lie des symetries infinitésimales est isomorphe a

so(4);
#» pour les mouvements d’énergie nulle (orbites paraboliques)

c’est 6(3) . 'algebre de Lie des déplacements infinitésimaux
(rotations et translations) d’un espace euclidien de dimension 3;
#» Pour les mouvements d’énergie positive (orbites
hyperboliques) c'est So(3, 1), I'algébre de Lie des

transformations de Lorentz infinitésimales d’un espace de
Minkowski de dimension 4.
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|. Introduction (2).

# Pour les mouvements d’énergie négative (orbites elliptiques)
I'algebre de Lie des symetries infinitésimales est isomorphe a

so(4);

#» pour les mouvements d’énergie nulle (orbites paraboliques)
c’est 6(3) . 'algebre de Lie des déplacements infinitésimaux
(rotations et translations) d’un espace euclidien de dimension 3;
#» Pour les mouvements d’énergie positive (orbites
hyperboliques) c'est So(3, 1), I'algébre de Lie des

transformations de Lorentz infinitésimales d’un espace de
Minkowski de dimension 4.

Globalement, 'ensemble des symeétries infinitésimales du
probleme de Kepler n’est pas une algebre de Lie, mais un
algébroide de Lie.
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|. Introduction (3).

Il existe un diffeomorphisme symplectique de I'espace des
phases du probleme de Kepler, restreint soit aux energies
negatives, soit aux énergies positives, sur un ouvert dense du
fibré cotangent soit a une sphere de dimension 3, soit a un
hyperboloide a deux nappes de dimension 3, qui a éte
decouvert par Gyorgyi (1968), redecouvert par Ligon et Schaaf
(1976), discuté par Cushman et Duistermaat (1997).
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|. Introduction (3).

Il existe un diffeomorphisme symplectique de I'espace des
phases du probleme de Kepler, restreint soit aux energies
negatives, soit aux énergies positives, sur un ouvert dense du
fibré cotangent soit a une sphere de dimension 3, soit a un
hyperboloide a deux nappes de dimension 3, qui a éte
decouvert par Gyorgyi (1968), redecouvert par Ligon et Schaaf
(1976), discuté par Cushman et Duistermaat (1997).

Le fait que ce diffeomorphisme soit symplectique résulte d’'une
propriété simple des champs de vecteurs conformément
hamiltoniens, exposée dans le paragraphe suivant.
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|. Introduction (3).

Il existe un diffeomorphisme symplectique de I'espace des
phases du probleme de Kepler, restreint soit aux energies
negatives, soit aux énergies positives, sur un ouvert dense du
fibré cotangent soit a une sphere de dimension 3, soit a un
hyperboloide a deux nappes de dimension 3, qui a éte
decouvert par Gyorgyi (1968), redecouvert par Ligon et Schaaf
(1976), discuté par Cushman et Duistermaat (1997).

Le fait que ce diffeomorphisme soit symplectique résulte d’'une
propriété simple des champs de vecteurs conformément
hamiltoniens, exposée dans le paragraphe suivant.

Puis on verra comment cette propriété, combinée avec la
methode de régularisation de Moser, conduit au
diffeomorphisme de Gyorgyi, Ligon et Schaatf.
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Champs conformément hamiltoniens.

1. Changement de variable (1)

Sur une variété M, soit X un champ de vecteurs et g une
fonction differentiable partout non nulle. On considere les deux
équations différentielles

dip(t)

T g(s&(t))X(w(t)) : (*)
dﬁgs) = X (1(s)) . (%)

Soit o : R x M — R une fonction telle que pour chaque solution

p de (x)
%O(t, p(t)) = g(pt)) . (k%)
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Champs conformément hamiltoniens.

1. Changement de variable (2)
Pour chaque solution ¢ : I, =+ M, I, Intervalle ouvert de R, soit

op(t) = a(t, o))
Alors o, : I, — 0,(I,) est un difftomorphisme et I'application

s 5 () = p o0 (s)

est une solution de I'’equation differentielle (xx).
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Champs conformément hamiltoniens.

1. Changement de variable (2)
Pour chaque solution ¢ : I, =+ M, I, Intervalle ouvert de R, soit

7olt) = o (1, o(1)).

Alors o, : I, — 0,(I,) est un difftomorphisme et I'application

s 5 () = p o0 (s)

est une solution de I'’equation differentielle (xx).

Cette proprieté est simplement la regle permettant de changer

de variable indépendante (remplacement de ¢ par S) dans une
équation différentielle.
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Il. Champs conformement hamiltoniens. 2. Definitions

Le flot réduit (ou, en abrege, le flot) d'un champ de vecteurs X
sur M est I'application ¥ x : Dx — M, ou Dx est un ouvert de
R x M, tel que pour chaque zg € M,

t— Ux(t,zo) solitla solution maximale de

dz_it) = X (p(t)) telleque ¢(0)=xo.
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Il. Champs conformement hamiltoniens. 2. Definitions

Le flot réduit (ou, en abrege, le flot) d'un champ de vecteurs X
sur M est I'application ¥ x : Dx — M, ou Dx est un ouvert de
R x M, tel que pour chaque zg € M,

t— Ux(t,zo) solitla solution maximale de

dz_it) = X (p(t)) telleque ¢(0)=xo.

On a donc

oV x (t, JZ())
ot

= X (Ux(t,20)), Px(0,z0)=x0.
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Il. Champs conformement hamiltoniens. 2. Definitions (2)

Supposons maintenant que (M, w) Soit une variéeté
symplectique et soit H : M — R une fonction différentiable. Le
champ de vecteurs

Xpg telque i(Xpg)w=—-dH

est dit champ hamiltonien associé a H, et H est appelé son
hamiltonien.
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Il. Champs conformement hamiltoniens. 2. Definitions (2)

Supposons maintenant que (M, w) Soit une varieté

symplectique et soit H : M — R une fonction différentiable. Le
champ de vecteurs

Xpg telque i(Xpg)w=—-dH

est dit champ hamiltonien associé a H, et H est appelé son
hamiltonien.

Soit g : M — R\{0} une fonction différentiable partout non nulle.
Le champ de veteurs ¢ Xy sera dit champ conformément
hamiltonien, de hamiltonien H et de facteur conforme g.

i(gXg)w = gi(Xg)w = —gdH .
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Il. Champs conformement hamiltoniens. 3. Un theoreme

Soit (M, wy) une variéeté symplectique, H : M — R un
hamiltonien, X le champ de vecteurs hamiltonien associé

i(X)wy = —dH .

On suppose X complet, et on note ¥ : R — M son flot réduit :
pour chaque s € R, xp € M,

oV (s, xq)

o =X (U(s,20)) . W(0,20) = 0.

Soit M° un ouvert dense de M et g : MY — R\{0} une fonction
differentiable partout non nulle. Soit Y = ¢X le champ
conformément hamiltonien de hamiltonien H et de facteur
conforme g,

i(Y)w, = —gdH .
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Il. Champs conformement hamiltoniens. 3. Un theoreme (2)

Soit o : R x MY — R une fonction différentiable telle que pour
chaque solution maximale ¢ — ¢(t) de

dp(t) do (¢, ¢(t))

— = Y(gp(t)) . on ait e = g(sﬁ(t)) :

On suppose gu'il existe sur M° une autre forme symplectique
Wy tellle que

i(Y)wy = —dH .

Autrement dit, le champ de vecteurs Y est a la fois hamiltonien
relativement a W9, avec H pour hamiltonien, et conformément
hamiltonien relativement a (W1 avec le méme H pour
hamiltonien et ¢ pour facteur confome.
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Il. Champs conformement hamiltoniens. 3. Un theoreme (2)

Soit o : R x MY — R une fonction différentiable telle que pour
chaque solution maximale ¢ — ¢(t) de

dfi—it) =Y (p(t)), on ait da(t&f(t)) = g(p(1)) -

On suppose gu'il existe sur M° une autre forme symplectique
Wy tellle que

i(Y)wy = —dH .

Autrement dit, le champ de vecteurs Y est a la fois hamiltonien
relativement a W9, avec H pour hamiltonien, et conformément
hamiltonien relativement a (W1 avec le méme H pour
hamiltonien et ¢ pour facteur confome.

Alors, I'application = : z — E(z) = U(—0(0,z),z) estun

difféomorphisme symplectique de (M°,ws) sur un ouvert de
(M7 (Ul)-
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Il. Champs conformement hamiltoniens. 4. Preuve du theoreme

1. Lapplication z — ¥(—0o(0, z),z) est ouverte et injective, en
raison de propriétés de o et du flot d'un champ de vecteurs.
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Il. Champs conformement hamiltoniens. 4. Preuve du theoreme

1. Lapplication z — ¥(—0o(0, z),z) est ouverte et injective, en
raison de proprietés de ¢ et du flot d’'un champ de vecteurs.

2. Pour chaque s fixé, I'application ¥, : M — M vérifie

Ui w1 = wy puisque ¥ est le flot du champ de vecteurs X,

namiltonien relativement a w;. Pour chaque z¢ € MY, en utilisant
es propriétés d’'associativité du flot, on peut composer
‘application = — ¥(—c(0,z),z) avec ¥y, pour un sq bien choisi,
apres avoir éventuellement ajouté une constante a o, et faire en
sorte d'avoir a prouver que x \P(—O(O, r),x) est symplectique
seulement lorsque o (0, zp) = 0 et que = est élément d’un
voisinage arbitrairement petit de z.
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Il. Champs conformement hamiltoniens. 4. Preuve du theoreme

1. Lapplication z — ¥ (—0o(0,z), ) est ouverte et injective, en
raison de proprietés de ¢ et du flot d’'un champ de vecteurs.

2. Pour chaque s fixé, I'application ¥, : M — M vérifie

Ui w1 = wy puisque ¥ est le flot du champ de vecteurs X,
namiltonien relativement a w;. Pour chaque z¢ € MY, en utilisant
es propriéetés d’associativité du flot, on peut composer
‘application = — ¥(—c(0,z),z) avec ¥y, pour un sq bien choisi,
apres avoir éventuellement ajouté une constante a o, et faire en
sorte d’avoir a prouver que x \If(—a(o, r),x) est symplectique
seulement lorsque o (0, zp) = 0 et que = est élément d’un
voisinage arbitrairement petit de z.

3. On choisit un voisinage W de z( et un intervalle ouvert 1
contenant 0 de maniere que I x W soit contenu dans le

domaine de définition du flot réduit ® du champ de vecteurs Y
et que pourtous (t.x) e [ x W onalt —a(t ) el
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Il. Champs conformement hamiltoniens. 4. Preuve du theoreme (2)

4. Soit My = I x W. On note t la coordonnée sur le facteur 1.
On considere la 2-forme sur M5

Wy = wo —dH Ndt.

La variété M, est feuilletée en courbes, les graphes de
solutions t — (t) de I'équation différentielle associée a Y ; ces
courbes sont les feuilles du feuilletage déterminé par ker w.
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Il. Champs conformement hamiltoniens. 4. Preuve du theoreme (2)

4. Soit My = I x W. On note t la coordonnée sur le facteur 1.
On considere la 2-forme sur M5

Wy = wo —dH Ndt.

La variété M, est feuilletée en courbes, les graphes de
solutions t — (t) de I'équation différentielle associée a Y ; ces
courbes sont les feuilles du feuilletage déterminé par ker w.

5. De méme, soit ]\71 — R x M, s la coordonnée sur le facteur
R. Soit
w1 =wi —dH Nds.

La variéte M, est feuilletée en courbes, les graphes des
solutions s — v (s) de I'équation différentielle associée a X ; ces
courbes sont les feuilles du feuilletage déterminé par ker w;. Ce
feullletage est simple parce que le champ de vecteurs X est
complet.
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Il. Champs conformement hamiltoniens. 4. Preuve du theoreme (3)

6. Soit ¢ le flot réduit de Y et ¥ celui de X. Pour chaque

r1 € W, t — ®(t, z1) est la solution de I'équation differentielle
associée a Y telle que ®(0,z1) = x1. Apres reparamétrisation au
moyen de la nouvelle variable indéependante s, c’est une
solution s — v (s) de I'équation différentielle associée a X. Mais
s est donné en fonction de (¢, x) par s = o(t, z). Le point ¢)(0) par
lequel passe la courbe considérée pour s = 0 est

\If(—O‘(O, xl), 5131) ;

On cherche une application M, — M, (t,z) — (s,y), verifiant

s = t, qui applique le graphe de chaque solution ¢ de I'équation
difféerentielle associée a Y dans le graphe de la solution
correspondante ¢, déduite de ¢ par reparamétrage, de
I’équation différentielle associee a X et qui entrelace les flots de
ces deux équations.
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Il. Champs conformément hamiltoniens. 4. Preuve du théoreme (4)

Cette application ne peut étre que

(£, 2) = T(t,z) = (s —t,y=U(—0(t,z) + t,x)) |

Elle appligue les feuilles du feuilletage de M, dans les feuilles

du feuilletage de M;. Par suite le noyau de YT*w; est le méme
gue le noyau de wsy. De plus

T*s=t, ,Y"H=H, donc 7Y*(dH Ads)=dH ANdt.

Donc nécessairement
T w) = wa.

En faisant t = s = 0 on en déduit le résultat annoncé
=W = W9

puisque Y(0,z) = (0,E(x)). |
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Il. Champs conformement hamiltoniens. 5. Corollaire

Soient (M7, wq) et (M2, ws) deux variétes symplectiques,
H : My — R un hamiltonien, X le champ de vecteurs
hamiltonien associé sur M,

i(X)wy = —dH .

On suppose X complet, et on note ¥ : R x M; — M; son flot
reduit : pour chaque s € R, xg € Mj,

oV (s, xq)
0s

= X (U(s,20)), P(0,20) =zp.

Soit S : My — M; un diffeomorphisme (pas forcement
symplectique) de M sur un ouvert dense MY de M; et Y le
champ de vecteurs hamiltonien sur (Ms, w2) de hamiltonien
HoS

i(Y)wy = —d(H o S).
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Il. Champs conformement hamiltoniens. 5. Corollaire (2)

Soit @ : Dg — M> le flot réduit de Y, qui n’est pas suppose
complet : D4 est 'ouvert de R x M, sur lequel & est defini : pour
chaque yg € Mo, (t,y0) € Dg Si et seulement si ¢t appartient a
I'intervalle de définition de la solution maximale de I'éguation
differentielle associée a Y qui prend la valeur y, pour ¢t = 0

0D(t,y0)
ot

=Y (®(t,%0)), ®(0,50) =wo-
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Il. Champs conformement hamiltoniens. 5. Corollaire (2)

Soit @ : Dg — M> le flot réduit de Y, qui n’est pas suppose
complet : D4 est 'ouvert de R x M, sur lequel & est defini : pour
chaque yg € Mo, (t,y0) € Dg Si et seulement si ¢t appartient a
I'intervalle de définition de la solution maximale de I'éguation
differentielle associée a Y qui prend la valeur y, pour ¢t = 0

0D(t,y0)
ot

=Y (®(t,%0)), ®(0,50) =wo-

Soit S, (Y) le champ de vecteurs défini sur I'ouvert dense M} de
M7, image directe par .S du champ de vecteurs Y. On suppose
gu’il existe une fonction différentiable partout non nulle

g : My — R\{0} telle que, sur I'ouvert dense MY de M;,
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Il. Champs conformement hamiltoniens. 5. Corollaire (3)

Donc S, (Y) est conformément hamiltonien de hamiltonien H et
de facteur conforme g, relativement a w; :

i(S¢(Y))w1 = —gdH .
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Il. Champs conformement hamiltoniens. 5. Corollaire (3)

Donc S, (Y) est conformément hamiltonien de hamiltonien H et
de facteur conforme g, relativement a w; :

i(S¢(Y))w1 = —gdH .

Soit o : R x My — R une fonction différentiable telle que pour
chaque solution maximale ¢ — ¢(t) de

dz_?(f) = 8.(Y)(¢(®)), on ait dg(té’;(t)) = g(p(1).
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Il. Champs conformement hamiltoniens. 5. Corollaire (4)
Alors, I'application = : My — My,

y > E(y) = @(—0(0, S(y)),S(y))
est un diffeomorphisme symplectique de (M>, w2) Sur un ouvert
de (M7, w1) qui entrelace les flots ® et ¥, c’est-a-dire qui vérifie
chaque fois que le membre de gauche est défini

—od; =V;0Z=.
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Il. Champs conformement hamiltoniens. 5. Corollaire (4)
Alors, I'application = : My — My,

y > E(y) = @(—0(0, S(y)),S(y))
est un diffeomorphisme symplectique de (M>, w2) Sur un ouvert
de (M7, w1) qui entrelace les flots ® et ¥, c’est-a-dire qui vérifie
chaque fois que le membre de gauche est défini

EO(I)t:\IJtOE.

Preuve : En identifiant, au moyen du difféomorphisme S, M,
a son image, I'ouvert dense M{’ de M7, on est immédiatement
ramené au theoreme.
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Il. Champs conformement hamiltoniens. 5. Corollaire (4)
Alors, I'application = : My — My,

y > E(y) = @(—0(0, S(y)),S(y))
est un diffeomorphisme symplectique de (M>, w2) Sur un ouvert
de (M7, w1) qui entrelace les flots ® et ¥, c’est-a-dire qui vérifie
chaque fois que le membre de gauche est défini

—od; =V;0Z=.

Preuve : En identifiant, au moyen du difféomorphisme S, M,
a son image, I'ouvert dense MlO de M7, on est immédiatement
ramené au theoreme.

C’est ce corollaire que nous appliqguerons au probleme de
Kepler : (Ms,ws) sera I'espace des phases du probleme de
Kepler (restreint soit aux énergies negatives, soit aux energies
positives) et (M, w) le fibré cotangent a une sphere, ou a un
hyperboloide de révolution a deux nappes, de dimension 3.
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Ill. Le probleme de Kepler. 1. Equations

Dans I'espace physique £ (espace affine euclidien de

dimension 3, d’espace vectoriel associé ?), soit P un point
matériel de masse m soumis au champ gravitationnel d'un

centre attractif O. Soit :
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Ill. Le probleme de Kepler. 1. Equations

Dans I'espace physique £ (espace affine euclidien de

dimension 3, d’espace vectoriel associé ?), soit P un point
matériel de masse m soumis au champ gravitationnel d'un

centre attractif O. Soit :

.
7 =0P; r=|7|; F=mil. p=|7I.
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Ill. Le probleme de Kepler. 1. Equations

Dans I'espace physique £ (espace affine euclidien de

dimension 3, d’espace vectoriel associe ?), soit P un point
matériel de masse m soumis au champ gravitationnel d'un
centre attractif O. Soit :

)
P=0P; r=|7l; P=m"r; p=[7VI.
La force 7 exercee sur P est
7_ km 7
- 7

ou k est la constante qui caracterisele champ attractif creé par
O.
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Ill. Le probleme de Kepler. 1. Equations

Dans I'espace physique £ (espace affine euclidien de

dimension 3, d’espace vectoriel associe ?), soit P un point
matériel de masse m soumis au champ gravitationnel d'un
centre attractif O. Soit :

)
P=0P; r=|7l; P=m"r; p=[7VI.
La force 7 exercee sur P est
7_ km 7
- 7

ou k est la constante qui caracterisele champ attractif creé par
O. Les équations du mouvement sont

dv7 7P dp  km7
dd m’' dt 3 |
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Ill. Le probleme de Kepler. 2. Intégrales premiére

Ces équations différentielles sont celles d’'un systeme
hamiltonien, sur une variéeté symplectiqgue de dimension 6, le
fibré cotangent a £\{O}, identifie au fibre tangent grace au
produit scalaire euclidien. Le hamiltonien est

> mk

F=— - —
2m r
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Ill. Le probleme de Kepler. 2. Intégrales premiére

Ces équations différentielles sont celles d’'un systeme
hamiltonien, sur une variéeté symplectiqgue de dimension 6, le
fibré cotangent a £\{O}, identifie au fibre tangent grace au
produit scalaire euclidien. Le hamiltonien est

Le groupe de symétrie naturel du probleme est SO(3).
L'application moment correspondante est le moment cinétique,

gu’on peut considérer comme un vecteur element de ? une fois
une orientation choisie :

% \ \ < - -
L =7 x79y, ou x estleproduitvectoriel.

(on identifie l'algebre de Lie de SO(3) et son dual avec I'espace

vectoriel euclidien ? le crochet de I'algebre de Lie s’identifie
alors au produit vectoriel).
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Ill. Le probleme de Kepler. 2. Intégrales premiéres (2)

, . o — .
Outre I’énergie E et le moment cinétique L, le probleme de
Kepler admet pour integrale premiere le vecteur excentricité

%
?:_i_i_?XL: H?HQ_E 7_?7}?
r m2k m2k r m2k ©

decouvert par Jakob Hermann (1678-1753), improprement
appelé vecteur de Laplace, ou vecteur de Runge-Lenz, dont
I'origine est longtemps restée mystérieuse.
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Ill. Le probleme de Kepler. 2. Intégrales premiéres (2)

, . o — .
Outre I’énergie E et le moment cinétique L, le probleme de
Kepler admet pour integrale premiere le vecteur excentricité

—>
S_ 7T FxL _(IPIP 1\ P
r m=<k m4k

m2k r

decouvert par Jakob Hermann (1678-1753), improprement
appelé vecteur de Laplace, ou vecteur de Runge-Lenz, dont
I'origine est longtemps restée mystérieuse.

En utilisant ces integrales premieres, il est facile de déterminer
toutes les solutions du probleme.
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Ill. Le probleme de Kepler. 3. Symétries infinitésimales

Soient L1, Lo, L3, €1, €9, €3 les composantes, dans un repere
orthonorme fixe d’orientation positive, du moment cinétique L

et du vecteur excentricité <. Puisque T et 2 sont des intégrales
premieres, les champs de vecteurs hamiltoniens ayant pour
hamiltoniens L; ou ¢; (1 < ¢,5 < 3) sont des symetries
infinitésimales du probleme de Kepler.
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Ill. Le probleme de Kepler. 3. Symétries infinitésimales

Soient L1, Lo, L3, €1, €9, €3 les composantes, dans un repere
orthonorme fixe d’orientation positive, du moment cinétique L

et du vecteur excentricité <. Puisque T et 2 sont des intégrales
premieres, les champs de vecteurs hamiltoniens ayant pour
hamiltoniens L; ou ¢; (1 < ¢,5 < 3) sont des symetries
infinitésimales du probleme de Kepler.

Le crochet de deux champs de vecteurs hamiltoniens étant
hamiltonien, avec pour hamiltonien le crochet de Poisson des
hamiltoniens des deux champs, au lieu de calculer les crochets
des symétries infinitésimales engendrées par les composantes
L; et ¢, on peut calculer les crochets de Poisson de ces

fonctions. On trouve
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Ill. Le probleme de Kepler. 3. Symétries infinitésimales (2)

{L17 LQ} — _L37 {L27L3} — _Ll ) {L37L1} — _L27

{L1,e1} =0, {L1,e2} = —e3, {L1,e3} = €2;
{L2,€1} — &3, {L2,€2} = O, {L2,€3} = —&1 .
{L3,e1} = —ea, {L3,e2} = €1, {L3,e3} =0;

2F 2F 2K
{51752} — m3k2L37 {52753} — m3k2L1 s {53751} — m3k2L2 .
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Ill. Le probleme de Kepler. 3. Symétries infinitésimales (2)

{L17 LQ} — _L37 {L27L3} — _Ll 9 {L37L1} — _L27
{L1,e1} =0, {L1,e2} = —¢3, {L1,e3} = €2;
{La,e1} = €3, {La,e2} =0, {Lo,e3} = —¢1;
{L3,e1} = —e9, {L3,e2} =¢€1, {L3,e3} =0;

28 2 28
{51782} — m3k2L37 {52753} — mBkZLl ) {53751} — mSkQLQ °

Ces formules montrent que lorsgu’on se restreint a une

sous-variété £ = Constante de I'espace des phases, les L; et
les £ forment une base d'une algebre de Lie. Malis

globalement, ces fonctions ne forment pas la base d’'une
algebre de Lie.
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Ill. Le probleme de Kepler. 3. Symétries infinitésimales (3)

Bien sdr, sur I'ouvert de I'espace des phases sur lequel £ < 0 et
sur I'ouvert sur lequel E > 0, on peut remplacer 2 par (2 /E).

%
Sur chacun de ces ouverts, les composantes de L et de (2 /E)
forment une base d’'une algebre de Lie. Mais ces deux algebres
de Lie sont differentes 'une de l'autre :
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Ill. Le probleme de Kepler. 3. Symétries infinitésimales (3)

Bien sdr, sur I'ouvert de I'espace des phases sur lequel £ < 0 et
sur I'ouvert sur lequel E > 0, on peut remplacer 2 par (2 /E).

%
Sur chacun de ces ouverts, les composantes de L et de (2 /E)
forment une base d’'une algebre de Lie. Mais ces deux algebres
de Lie sont differentes 'une de l'autre :

® sur louvert sur lequel E < 0, c’est SO(4) ;
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Ill. Le probleme de Kepler. 3. Symétries infinitésimales (3)

Bien sdr, sur I'ouvert de I'espace des phases sur lequel £ < 0 et
sur I'ouvert sur lequel E > 0, on peut remplacer 2 par (2 /E).

%
Sur chacun de ces ouverts, les composantes de L et de (2 /E)
forment une base d’'une algebre de Lie. Mais ces deux algebres
de Lie sont differentes 'une de l'autre :

® sur louvert sur lequel E < 0, c’est SO(4) ;
® sur I'ouvert sur lequel E > O, c'est s0(3, 1)
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Ill. Le probleme de Kepler. 3. Symétries infinitésimales (3)

Bien sdr, sur I'ouvert de I'espace des phases sur lequel £ < 0 et
sur I'ouvert sur lequel E > 0, on peut remplacer 2 par (2 /E).

%
Sur chacun de ces ouverts, les composantes de L et de (2 /E)
forment une base d’'une algebre de Lie. Mais ces deux algebres
de Lie sont differentes 'une de l'autre :

® sur louvert sur lequel E < 0, c’est SO(4) ;

® sur I'ouvert sur lequel E > O, c'est s0(3, 1)
Sur la sous-variété de codimension 1 sur laguelle £ = 0, les

— . .
composantes de L et de Z forment la base de I'algébre de Lie

6(3) des deplacements infinitésimaux (rotations et translations)
d’un espace affine euclidien de dimension 3.
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Ill. Le probleme de Kepler. 3. Symétries infinitésimales (3)

Bien sdr, sur I'ouvert de I'espace des phases sur lequel £ < 0 et
sur I'ouvert sur lequel E > 0, on peut remplacer 2 par (2 /E).

%
Sur chacun de ces ouverts, les composantes de L et de (2 /E)
forment une base d’'une algebre de Lie. Mais ces deux algebres
de Lie sont differentes 'une de l'autre :

® sur louvert sur lequel E < 0, c’est SO(4) ;

® sur I'ouvert sur lequel E > O, c'est s0(3, 1)

Sur la sous-variété de codimension 1 sur laguelle £ = 0, les
— . .
composantes de L et de Z forment la base de I'algébre de Lie

6(3) des deplacements infinitésimaux (rotations et translations)

d’un espace affine euclidien de dimension 3.
L'ensemble des symetries infinitesimales du probleme de Kepler
est un algebroide de Lie, non une algebre de Lie.
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Ill. Le probleme de Kepler. 4. Lhodographe

Je ne reviendrai pas sur la résolution du probléme de Kepler,
qui est tres bien décrite dans de nombreux ouvrages. Je
rappelle seulement que si, a partir du point O pris pour origine,
on trace un vecteur égal & 7, I'extrémité de ce vecteur parcourt
un cercle (lorsque £ < 0) ou un arc de cercle (lorsque E > 0).

Ce cercle a pour centre un point C, en genéral distinct de O, et
a pour rayon

m2k
R=——.
| L]
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Ill. Le probleme de Kepler. 4. Lhodographe

Je ne reviendrai pas sur la résolution du probléme de Kepler,
qui est tres bien décrite dans de nombreux ouvrages. Je
rappelle seulement que si, a partir du point O pris pour origine,
on trace un vecteur égal & 7, I'extrémité de ce vecteur parcourt
un cercle (lorsque £ < 0) ou un arc de cercle (lorsque E > 0).
Ce cercle a pour centre un point C, en genéral distinct de O, et
a pour rayon

m2k
R=——.
L]

Je diral que ce cercle, ou cet arc de cercle, est I'nodographe du
probleme de Kepler.
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Ill. Le probleme de Kepler. 4. Lhodographe

Je ne reviendrai pas sur la résolution du probléme de Kepler,
qui est tres bien décrite dans de nombreux ouvrages. Je
rappelle seulement que si, a partir du point O pris pour origine,
on trace un vecteur égal & 7, I'extrémité de ce vecteur parcourt
un cercle (lorsque £ < 0) ou un arc de cercle (lorsque E > 0).
Ce cercle a pour centre un point C, en genéral distinct de O, et
a pour rayon

m2k
R=——.
L]
Je dirai que ce cercle, ou cet arc de cercle, est 'nodographe du
probleme de Kepler.

La meéthode de régularisation de Moser est essentiellement
basée sur le fait que I'hodographe du probleme de Kepler est
un cercle, et sur le fait que la projection stéeréographique inverse
transforme un cercle de I'espace £ en un cercle tracé sur une
sphere de dimension 3.
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Ill. Le probleme de Kepler. 5. Energie et hodographe

Il existe une relation tres simple entre I'énergie £ d’un
mouvement du probleme de Kepler, la distance ¢ du cetre de
son hodographe au point O, et le rayon R de I’lhodographe :

m3 k2
2172

(1) = 5—(> - RY).

2m

E —
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Ill. Le probleme de Kepler. 5. Energie et hodographe

Il existe une relation tres simple entre I'énergie £ d’un
mouvement du probleme de Kepler, la distance ¢ du cetre de
son hodographe au point O, et le rayon R de I’lhodographe :

(1) = 5—(> - RY).

2m

m3 k2

E —
2172

Proposition La puissance (¢* — R?) du point O par rapport
a I'hodographe est égale a 2mFE, ou E est I'énergie.

Deuxiemes journées sur les systemes dynamiques et les équations différentielles, Université Badji Mokhtar, Annaba, 17 et 18 septembre 2012 —p. 29/78



Ill.Le probleme de Kepler. 6. Changement de variable

Soit ¢ la fonction, définie sur le produit de R avec I'espace des
phases du probleme de Kepler,

o(t.(7. 7)) = —(B.7 —2B(7, D)),

Pour chaque solution ¢ — (r(t 5 5) du probléme de Kepler,
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Ill.Le probleme de Kepler. 6. Changement de variable

Soit ¢ la fonction, définie sur le produit de R avec I'espace des
phases du probleme de Kepler,

o(t, (7, 7)) = — (7.7 —2B(7, P)t).

Pour chaque solution ¢ — (r(t 15 p(1}) du probléme de Kepler,

t))
do (1, (1), (1)) _

dt or(t)

Avec s(t) = o(t,r(t), p(t)) comme nouvelle variable
Independante, les équations deviennent

d?@ B r(s)]@ d]@ B _mk@ |

ds  m  ds = 71%(s)

1
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Ill. Le probleme de Kepler. 6. Changement de variable (2)

Avec cette nouvelle variable indéependante, le systeme n’est
plus hamiltonien, mais plutot conformément hamiltonien. Le

hamiltonian est toujours I'énergie E(7, ) et le facteur
conforme est

f(7, ) =r.

Cette nouvelle variable indépendante est le parametre de
Levi-Civita.
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Ill. Le probleme de Kepler. 6. Changement de variable (2)

Avec cette nouvelle variable indéependante, le systeme n’est
plus hamiltonien, mais plutot conformément hamiltonien. Le
hamiltonian est toujours I'énergie E(7, ) et le facteur
conforme est

[P, 7)) =r.
Cette nouvelle variable indépendante est le parametre de
Levi-Civita.

Dans la suite, ce n’est pas dans I'espace des phases du
probleme de Kepler que nous ferons ce changement de variable
iIndependante, car sur cet espace les champs de vecteurs
considérés ne sont pas complets, mais dans son image par un
diffeomorphisme (non symplectique) S, qui transforme le champ
namiltonien du probleme de Kepler en champ conformément
namiltonien, et inversement, le champ conformement
namiltonien défini ci-dessus en champ hamiltonien.
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IV. Regularisation de Moser. 1. Projection stéréographique

En 1935, Fock a employé une projection stéréographique
iInverse pour I'étude des niveaux d’énergie de I'atome
d’hydrogene en mécanique quantique [8]. Moser [22] a utilisé la
méme idée pour la régularisation du probleme de Kepler. On
obtient ainsi une correspondance entre les hodographes
orientés des mouvements d’eénergie £ < 0 fixée et les grands
cercles orientés d’'une sphere de dimension 3.
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IV. Regularisation de Moser. 1. Projection stéréographique

En 1935, Fock a employé une projection stéréographique
iInverse pour I'étude des niveaux d’énergie de I'atome
d’hydrogene en mécanique quantique [8]. Moser [22] a utilisé la
méme idée pour la régularisation du probleme de Kepler. On
obtient ainsi une correspondance entre les hodographes
orientés des mouvements d’eénergie £ < 0 fixée et les grands
cercles orientés d’'une sphere de dimension 3.

Pour les mouvements d’énergie positive fixée, on doit remplacer
la sphere par un hyperboloide de révolution a deux nappes, de
dimension 3. On obtient une correspondance entre les
hodographes orientés de mouvements d’énergie £ > 0 fixée et
les grandes hyperboles de cet hyperboloide.
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|
IV. Regularisation de Moser. 1. Projection stéréographique (2)

Pour traiter en méme temps les cas £ < 0 et £ > 0, on introduit
la variable auxiliaire

1 siI £ <O,

5= —1 si E>0.

Soit (e, 5, ;) une base orthonormée de £ avec O pour

origine. On ajoute & cette bas un vecteur unitaire de plus &7, et
on note h la coordonnée correspondante. On obtient ainsi un
espace affine de dimension 4, note F. Lespace physique £ sera
identifié au sous-espace de F d’équation i = 0.
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|
IV. Regularisation de Moser. 1. Projection stéréographique (2)

Pour traiter en méme temps les cas £ < 0 et £ > 0, on introduit
la variable auxiliaire

(=

1 siI £ <O,
—1 si E>0.

Soit (e, 5, ;) une base orthonormée de £ avec O pour

origine. On ajoute & cette bas un vecteur unitaire de plus &7, et
on note h la coordonnée correspondante. On obtient ainsi un
espace affine de dimension 4, note F. Lespace physique £ sera
identifié au sous-espace de F d’équation i = 0.

Soit ), la quadrique d’équation
B2+ C(a?+y? +22)=p*, avec p>0.

C’est une sphere si ( = 1, un hyperboloide de révolution a deux
nappes si ( = —1.
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|
IV. Regularisation de Moser. 1. Projection stéréographique (3)

On va voir gu’il y a une valeur de p particulierement adaptee a
chaque valeur de I'énergie £. Soit N le point de coordonnées
(x=y=2=0, h=p).Laprojection stéréographique (usuelle
si ( =1, généralisee si ¢ = —1) de la quadrique ), moins le
point V sur I'espace & est I'application qui associe, a chaque
point M € Q,\{N}, le point d’intersection de la ligne droite qui
joint N et M, avec £ (identifié a I'hyperplan de F d’équation

h = 0).
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IV. Regularisation de Moser. 1. Projection stéréographique (3)

On va voir gu’il y a une valeur de p particulierement adaptee a
chaque valeur de I'énergie £. Soit N le point de coordonnées
(x=y=2=0, h=p).Laprojection stéréographique (usuelle
si ( =1, généralisee si ¢ = —1) de la quadrique ), moins le
point V sur I'espace & est I'application qui associe, a chaque
point M € Q,\{N}, le point d’intersection de la ligne droite qui
joint N et M, avec £ (identifié a I'hyperplan de F d’équation

h = 0).

# Si( =1 c’estun diffftomorphisme de Q,\{N} sur €.
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IV. Regularisation de Moser. 1. Projection stéréographique (3)

On va voir gu’il y a une valeur de p particulierement adaptee a
chaque valeur de I'énergie £. Soit N le point de coordonnées
(x=y=2=0, h=p).Laprojection stéréographique (usuelle
si ( =1, généralisee si ¢ = —1) de la quadrique ), moins le
point V sur I'espace & est I'application qui associe, a chaque
point M € Q,\{N}, le point d’intersection de la ligne droite qui
joint N et M, avec £ (identifié a I'hyperplan de F d’équation

h = 0).

# Si( =1 c’estun diffftomorphisme de Q,\{N} sur €.

# Si( = —1 c’estun difftomorphisme de ,\{/N} sur ['ouvert
de £ complémentaire de la 2-sphere de centre O et de rayon p.
La nappe supérieure (h > 0) de I'hyperboloide (moins le point
N) s’appligue sur I'extérieur de cette sphere et la nappe
inférieure (h < 0) sur son intérieur.
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|
IV. Regularisation de Moser. 1. Projection stéréographique (4)

h h
M

NN

Projection stéréographique Projection
stéréographique généralisée
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IV. Regularisation de Moser. 2. Prolongement cotangent

Puisque la projection stéreographigue est un difféomorphisme
on peut, de maniere unique, la prolonger aux fibrés cotangents
de maniere telle que I'image réciprogque de la forme de Liouville
de 7€ soit égale a la forme de Liouville de T*(Q,\{ N }).

On applique cette construction avec Om = 77, impulsion d’un
mouvement keplérien d’énergie E # 0.
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V1. Régularisation de Moser. 2. Prolongement cotangent (2)

Chaque 1-forme sur £ s ecrlt 7 .dOm, oll 7 est un champ de
vecteurs sur &£, ou, puisque Om — 7,

?d? = 7 dpy + Ty dpy + 1, dp, .

Rappelonsque ( =1si E<0et(=—1siFE > 0. Lequation de
@), est

OM.OM = 2? + y* + 2> + Ch* = (p*.
Chaque 1-forme sur ), s’ecrit

W.dOM = Wy dz + W, dy + W, dz + (Wi dh,

L= .
ou IV est un champ de vecteurs sur @),, tangent a cette
guadrique. Donc,

W.OM = Wya + Wyy + W,z + (Wih =0.
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V. Regularisation de Moser. 2. Prolongement cotangent (3)

Le prolongement cotangent de la projection stéreographique
(éventuellement généralisee) sera noté S,. Il applique chaque

— . —
couple (M, W) d'un point M € Q,\{N} et d’un vecteur W
tangent a Q, en ce point, sur un couple (77, ) de deux

vecteurs de ? d’'une maniere telle que

W.dOM =7 .47 .

Les formules donnant (77, 77) en fonction de (OM, W)
s’obtiennent moyennant quelques calculs.
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IV. Regularisation de Moser. 2. Prolongement cotangent (4)

Ces formules sont :

p = oY/

V== On, avec h*+c|Oplf* = p*.
—h— W, =

?:p—WSJr—hO#a
p p

ouU on a pose
e ey s
OM = Op+hep, W =Ws+ Wier,
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V. Re

gularisation de Moser. 2. Prolongement cotangent (5)

Les formules donnant la transformation inverse sont :
[ =0 20°
Oup = — >,
p° +Cp
p* = ¢p? —
h:pp2+Cp2’ avec p= || = \/p,%+p§+p§,
\
= _ P+, (T
3 — 9 ro— 9 P,
2p p
— —
T .
W, = Cr.p
\ p
On a pose

— = —
OM = Op+ hel, W =Ws+ Wyef, .

Deux

iemes journées sur les systemes dynamiques et les équations différentielles, Université Badji Mokhtar, Annaba, 17 et 18 septembre 2012 —p. 40/78



V. Regularisation de Moser. 1. Prolongement cotangent (6)

| — s
Ces formules montrent que si p; = Om; et p3 = Oms sont deux
vecteurs colinéaires de ? tels que

Om1.0mg = —(p?,

leurs images, par la projection stéréographique inverse, sont
deux points M; et My symetriques I'un de 'autre par rapport a
O.
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V. Regularisation de Moser. 1. Prolongement cotangent (6)

. SN s
Ces formules montrent que si p; = Om; et p3 = Oms sont deux
vecteurs colinéaires de ? tels que

Om1.0msy = —Cp2,

leurs images, par la projection stéréographique inverse, sont
deux points M; et My symetriques I'un de 'autre par rapport a
O.

Rappelons que si une ligne droite passant par O coupe
I'nodographe d’'un mouvement képlérien en deux points m; et

ma, Om1.Oms est la puissance de O par rapport a 'hodographe,
et est égal a 2mFE, ou £ est I'énergie du mouvement.
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IV. Regularisation de Moser. 2. Prolongement cotangent (7)

Cela prouve gue la projection stéreographique inverse applique

2
les hodographes des mouvements d’energie —gi sur des
m

courbes tracees sur la quadrique Qp, admettant O pour centre
de symétrie. Ces courbes sont
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IV. Regularisation de Moser. 2. Prolongement cotangent (7)

Cela prouve gue la projection stéreographique inverse applique

2
les hodographes des mouvements d’energie —gi sur des
m

courbes tracees sur la quadrique Qp, admettant O pour centre
de symétrie. Ces courbes sont

# des grands cercles de la sphere ), si {( =1,
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IV. Regularisation de Moser. 2. Prolongement cotangent (7)

Cela prouve gue la projection stéreographique inverse applique

2
les hodographes des mouvements d’energie —gi sur des
m

courbes tracees sur la quadrique Qp, admettant O pour centre
de symétrie. Ces courbes sont

# des grands cercles de la sphere ), si {( =1,

# de grandes hyperboles de I'hyperboloide ), si ¢ = —1. Le

nom “grande hyperbole” est employée par analogie avec “grand
cercle”, pour designer l'intersections de (), avec un plan
passant par son centre de symetrie O.
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IV. Regularisation de Moser. 2. Prolongement cotangent s(8)

Nous voyons donc que le prolongement cotangent Sp—1 de la
projection stéréographique inverse sur la quadrique @), est

2
particulierement adaptée aux mouvements d’énergie £ = —gi,
m

car les hodographes de ces mouvements sont appliqués sur
des grands cercles, ou des grandes hyperboles, de la quadrique
@,- Les hodographes de mouvements d’énergie de valeurs
autres sont appliquées sur des cercles, ou des hyperboles, qui
ne sont pas des grands cercles, ou de grandes hyperboles.
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V. Regularisation de Moser. 2. Prolongement cotangent (9)
On a défini S, : T*(Q,\{N}) — T*E de maniere telle que

(S,)"(7.dF) = W.dOM .
Puisque la forme symplectique de T est d(P'.d7") et que celle

de T*(Q,\{N}) est d(W.dOM), I'application S, est un
diffeomorphisme anti-symplectique, non un diffeomorphisme
symplectique.
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V. Regularisation de Moser. 2. Prolongement cotangent (9)

On a défini S, : T*(Q,\{N}) — T*E de maniere telle que

(S,)"(7.dF) = W.dOM .
Puisque la forme symplectique de T est d(P'.d7") et que celle
de T*(Q,\{N}) est d(W.dOM), I'application S, est un
diffeomorphisme anti-symplectique, non un diffeomorphisme
symplectique.
Le hamiltonien transforme (S,)*E = Eo S, est

2 3
pos, - S+ — L __(jiv) - 2.
2y — )W) %

7 \ %
Puisque, lorsque ¢ = —1, le vecteur a 4 composantes IV est de
genre espace, on a pose

%
W | = \/W§+W§+W3+§W§.
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IV. Regularisation de Moser. 2. Prolongement cotangent (10)

Ce résultat prouve que lorsqu’on se restreint au niveau

2
d’énergie £ = —gﬁ, Sp—l transforme le champ de vecteurs
™m

namiltonien du probleme de Kepler en un champ conformément
namiltonien sur 7(Q,\{ N }) moins la section nulle, de

Cp’ -
m(p — h)[|[W]|

— —
namiltonien ||IV || et de facteur conforme
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IV. Regularisation de Moser. 2. Prolongement cotangent (10)

Ce résultat prouve que lorsqu’on se restreint au niveau

2
d’énergie £ = —gﬁ, Sp—l transforme le champ de vecteurs
™m

namiltonien du probleme de Kepler en un champ conformément
namiltonien sur 7(Q,\{ N }) moins la section nulle, de

Cp’
_% .
m(p — h)|W|
Par suite, 'ensemble des symetries infinitésimales du probleme
de Kepler, restreint soit aux eénergies positives, soit aux

énergies négatives, est identique a celui d’'un champ
hamiltonien sur 7(Q,\{ N }) moins la section nulle, de

N —
hamiltonien ||[IV||. C’est

o 80(4) pour les énergies négatives,

— —
namiltonien ||IV || et de facteur conforme

» 50(3, 1) pour les énergies positives. |
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.|Reinterpretation des resultats de Moser. 1. Lapplication S

Le principal inconvénient de la méthode de régularisation de
Moser est gu’elle traite séparement chague niveau d’énergie.
Cet inconvénient peut étre partiellement contourne.
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.|Reinterpretation des resultats de Moser. 1. Lapplication S

Le principal inconvénient de la méthode de régularisation de
Moser est gu’elle traite séparement chague niveau d’énergie.
Cet inconvénient peut étre partiellement contourne.

Considérons la quadrique @ ,, d’équation
h? + (22 +y° 4+ 2%) = (p?,

ou p peut prendre n’importe quelle valeur positive, et soit Qp la
guadrique d’équation

h? + ((z? +y° + 2%) = (R?,

ou R est une quantité positive fixée. A chaque point My € Qp,
on associe le point M, € @, tel que

3 3
0M, = %OMR.
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.|Reinterpretation des resultats de Moser. 1. Lapplication .S (2)

On prolonge ce difféomorphisme Qr — @, aux fibrés
cotangents, et on obtient un diffétomorphisme symplectique

T,: T*Qr — T7Q,. Ce difftomorphisme symplectique associe a
chaque couple (Mg, Mﬁg) d'un point Mr € Qg et d’un vecteur
Mﬁg tangent a () en ce point, le couple (1, M_/;) d’un point

M, € @, et d’'un vecteur Wp tangent a ), en ce point :

— = =

OMp, W,=—Wg.

—> p
R p

0M, =
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.|Reinterpretation des resultats de Moser. 1. Lapplication .S (2)

On prolonge ce difféomorphisme Qr — @, aux fibrés
cotangents, et on obtient un diffétomorphisme symplectique
T,: T*Qr — T7Q,. Ce difftomorphisme symplectique associe a

e .

chaque couple (Mg, Wgr) d'un point Mr € Qr et d’'un vecteur

Wr tangent a Q) en ce point, le couple (M,, W,) d’'un point
- . .

M, € Q, et d'un vecteur IV, tangent a (), en ce point :

— = =

OMp, W,==Wpg.

—> p
R p

0M, =

Pour chague p > 0, on compose le diffeomorphisme
symplectique 7, =: T*Qr — 1T*(), avec le difféomorphisme
symplectique S, : T*(Q,\{/N}) — T*& défini dans le paragraphe
précedent.
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V.

Reinterpretation des resultats de Moser. 1. Lapplication S (3)

On obtient une famille, indexée par p > 0, de diffeomorphismes
symplectiques S, p = S, 07T, : T*(Qr\{Nr}) = T7E :
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.|Reinterpretation des resultats de Moser. 1. Lapplication .S (3)

On obtient une famille, indexée par p > 0, de diffeomorphismes
symplectiques S, p = S, 07T, : T*(Qr\{Nr}) = T7E :

n o — —
T = Opgr, avec h%+(||Opr|* = R,
R —hp
R—hp — Wyp —
= ; RW3R+%OMR,

ou on a pose

s — s —
OMpg = Oug + hgeh,, Wg = Wsr + Wyres .
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.[Réinterpretation des resultats de Moser. 1. Lapplication S (4)

Les formules pour les transformations inverses sont

(— 2R
Opr = 7,
2_|_<:p2
2 _ ;9
p~ —Gp —
hi =R avec p= ¥l = /r2+0}+02,
< p* + ¢p? R
= _ Pt (T
3R 2R,0 R,O 9
AN R

Comme ci-dessus on a pose

s — —  —
OMp = Opg + hgej,, Wg=Wsg + Wygey, .
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.|Reinterpretation des resultats de Moser. 1. Lapplication .S (5)

Le diffeomorphisme Sp‘)}z applique le sous-ensemble de T*& sur

2
lequel I'énergie est E(7, ) = —gi dans le sous-ensemble de
m
— km?
T*Qp sur lequel |Wg|| = Rﬂ
0
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.|Reinterpretation des resultats de Moser. 1. Lapplication .S (5)

Le diffeomorphisme S‘}Q applique le sous-ensemble de T*& sur

%—>)

lequel I'énergie est E(r", p Q2“p dans le sous-ensemble de

m

k
T*Qp sur lequel |[W g = ﬂ.
Rp

Par suite, si p; and p, sont deux valeurs distinctes possibles de

2
p, les images par S, I du niveau d’énergie E\(7, ) = —ﬁ, et
™m

C/OQ

par S;.! du niveau d'énergie Ex(7, 7)) = :
m

, sont disjointes.
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.|Reinterpretation des resultats de Moser. 1. Lapplication .S (6)

En restreignant chaque application S » au sous-ensemble de

T*E sur lequel I'énergie est E(7, ) = gp et en collant
m

ensemble les applications ainsi restreintes, pour toutes les
valeurs possibles de p, on obtient un difféomorphisme unigue

S—1 du fibré cotangent 7*£ moins la section nulle sur
T*(Qr\{Ngr}) moins la section nulle.
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.|Reinterpretation des resultats de Moser. 1. Lapplication .S (6)

En restreignant chaque application S » au sous-ensemble de

(p”
. . . 2

ensemble les applications ainsi restreintes, pour toutes les

valeurs possibles de p, on obtient un difféomorphisme unigue

S—1 du fibré cotangent 7*£ moins la section nulle sur
T*(Qr\{Ngr}) moins la section nulle.

Le diffeomorphisme S, obtenu en recollant des morceaux de
difftomorphismes symplectiques S, r pour toutes les valeurs
posibles de p, n'est plus symplectique!

T*E sur lequel I'énergie est E(7, ) = , et en collant
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.[Réinterpretation des resultats de Moser. 1. Lapplication S (7)

Le difffomorphisme S—! est donné par les formules, dans
lesquelles nous n’écrivons plus I'indice R,

[ — RA/Cr(2m2k — rp?
o = ¢ Vet 5 )7,
m-=k
R(rp? — m?k)
h = 5 ,
< m-=k
W <m2k7 —r(r. )y
3 — )
R\/CT(szk — rp?)
—
L Tp
\Wh—cj T

On a pose

OM = Op+ het, W =Ws+Wye.
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.|Reinterpretation des resultats de Moser. 2. Le hamiltonien

Le hamiltonien transformé (S~1)*E = E o S est

Ck*m3 1

H=FEoS=— .
2R2 |2
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.|Reinterpretation des resultats de Moser. 2. Le hamiltonien

Le hamiltonien transformé (S~1)*E = E o S est

Ck*m3 1

H=FEoS=— .
2R2 |2

Soit X le champ de vecteurs hamiltonien sur 7%(£\{0}) de
namiltonien £, c’est a dire le champ de vecteurs hamiltonien du
orobleme de Kepler, et soit Xy le champ de vecteurs
namiltonien, sur 7@ g moins la section nulle, dont le

namiltonien est A de la formule ci-dessus. Apres quelques
calculs on arrive a

(S71)«(Xp) = gXn

ou ¢ est une fonction différentiable définie sur un ouvert dense
de T*()r moins la section nulle.
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V.|Réinterpretation des resultats de Moser. 3. Facteur conforme

On a prouvé que S—! applique le champ de vecteurs
hamiltonien du probleme de Kepler sur un champ de vecteurs
conformément hamiltonien.
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V.|Réinterpretation des resultats de Moser. 3. Facteur conforme

On a prouvé que S—! applique le champ de vecteurs

hamiltonien du probleme de Kepler sur un champ de vecteurs
conformément hamiltonien.

Le hamiltonien H et le facteur conforme g sont
Ck*m? 1 R

’ 2R? HW/HZ’ R
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.|Reinterpretation des resultats de Moser. 3. Facteur conforme

On a prouvé que S—! applique le champ de vecteurs
hamiltonien du probleme de Kepler sur un champ de vecteurs
conformément hamiltonien.

Le hamiltonien H et le facteur conforme g sont
Ck*m3 1 R

’ 2R? HW/HZ’ R

Le facteur conforme peut aussi s’exprimer sous la forme

R2|[W|2 .
- IR (1

km?

gui est en rapport avec le changement de variable
iIndependante de Levi-Civita du paragraphe 3.
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.|Reinterpretation des resultats de Moser. 4. Le flot de H

Le facteur conforme ¢ devient singulier pour h = R, c’est-a-dire
sur I'espace cotangent a la quadrigue ¢ a son pole nord N. Par
contre le hamiltonien H est différentiable sur tout le fibré
cotangent 7*() moins la section nulle, désigné par 7*Q". Le
champ de vecteurs hamiltonien associé Xy est complet : ses
solutions maximales sont définies pour toutes les valeurs de la
variable independante S (qui n’est plus le temps). Son flot

Uy, : R xT*Q" — T*Q" est facile a calculer :

Uy (s, (OM(OS,W(O§>> _ (OM(sﬁ,W(sﬁ) |

et s’exprime de deux manieres legerement différentes, selon

gue ¢ = 1 (énergie negative) ou que ¢ = —1 (energie positive).
— o .

Remarquer que ||IV|| est intégrale premiere de Xj.
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V.|Reinterpretation des resultats de Moser. 4. Le flot de H (2)

# Pour ¢ =1 (énergie negative)

OM(s) = cos(As) OM(0) + —=—— sin(As) W(0),
[W(0)]

W(s) = — ”@” sin(As) OM (0} + cos(As) W(0) .
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V.|Reinterpretation des resultats de Moser. 4. Le flot de H (2)

# Pour ¢ =1 (énergie negative)

§ — cos(hs) OM(0) + ———— sin(As) W(0),
[W(0)]

W(s) = — ”@” sin(As) OM (0} + cos(As) W(0) .

# Pour ( = —1 (énergie positive)

OM (s

OM (s S—Cosh()\s OM ( O — sinh(—A\s m,
Hﬁu
W: Hﬁ“ sinh(—As) OM (0 S—kcosh()\s)m.

]{23

On a posé \ =
R3||W (09
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V. Reinterpretation des resultats de Moser. 5. Difféo symplectique

Limage par S~ du probleme de Kepler est un champ de
vecteurs conformément hamiltonien ¢ Xy défini sur un ouvert
dense de T*Q" (en fait 7*Q" moins la fibre au dessus du pole
nord) dont le hamiltonien H est différentiable sur 7*Q" ; le
champ hamiltonien correspondant X' est complet.
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V. Reinterpretation des resultats de Moser. 5. Difféo symplectique

Limage par S~ du probleme de Kepler est un champ de
vecteurs conformément hamiltonien ¢ Xy défini sur un ouvert
dense de T*Q" (en fait 7*Q" moins la fibre au dessus du pole
nord) dont le hamiltonien H est différentiable sur 7*Q" ; le
champ hamiltonien correspondant X' est complet.

De plus ce champ conformément hamiltonien relativement a la
forme symplectique de T%(), est aussi hamiltonien, avec le
méme hamiltonien H, relativement a I'image réciproque par S
de la forme symplectigue canonique de T*€.
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V. Reinterpretation des resultats de Moser. 5. Difféo symplectique

Limage par S~ du probleme de Kepler est un champ de
vecteurs conformément hamiltonien ¢ Xy défini sur un ouvert
dense de T*Q" (en fait 7*Q" moins la fibre au dessus du pole
nord) dont le hamiltonien H est différentiable sur 7*Q" ; le
champ hamiltonien correspondant X' est complet.

De plus ce champ conformément hamiltonien relativement a la
forme symplectique de T%(), est aussi hamiltonien, avec le
méme hamiltonien H, relativement a I'image réciproque par S
de la forme symplectigue canonique de T*€.

L'image réciproque par (idg, S) de la fonction, définie sur

R x T*(Q\{0}),

1
2B(7,

a toutes les propriétes de la fonction 0 du paragraphe 2.
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V. Reinterpretation des resultats de Moser. 5. Difféo symplectique

On peut donc appliquer le corollaire du théoreme du
paragraphe 2. Ce corollaire prouve qu’en composant le

difféomorphisme symplectique S—! avec le flot ¥ du champ de
vecteurs hamiltonien Xy, pour des valeurs convenablement
choisies de la variable indépendante s, on obtient un
diffeomorphisme symplectique de I'espace des phases du
probleme de Kepler, restreint soit aux énergies negatives, soit
aux énergies positives, sur un ouvert de 7*(Q). Lexpression de
ce diffeomorphisme symplectigue est

(7, 7) = (OM(s), W (s)
)\ est la constante, et S la fonction de (?, ?)
k?m’ 7.7

ﬁHS - 2F (7, 7)° |
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V. Reinterpretation des resultats de Moser. 5. Difféo symplectique

\ \ \

(OM(si,W(sS) s’exprime au moyen de (OM(OS,W(OS) par
# Pour ¢ =1 (énergie negative)

b — cos(As) OM(0) + ———— sin(As) W(0),
W (0)]

W(s) = — ”@” sin(As) OM (0} + cos(As) W (0 .

# Pour ( = —1 (énergie positive)

OM (s

S = cosh(\s) OM(O; N sinh(—\s) m,
ol

m: Hﬁ” sinh(—As) OM (0 5+cosh()\s)m.
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V. Reinterpretation des resultats de Moser. 5. Difféo symplectique

\ \

(OM(Oﬁ, W(OS) s’exprime au moyen de (77, ) par

[— R\/Cr(szk —rp?) _
m-=k
R(rp? — m?k)
h = 5 ,
: m-=k
W Cm%?—r(r”.p”)p”
3 — 9
R\/CT(2m2k — rp?)
— —
TP
Wh=¢ I
\ H %

OM(OSZO/L—I—hGh, W(O;:@+Wh6_}z.
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Appendice. Equation polaire de I'orbite

= 7

%
Calculons L =7 x ¢ :

2
—> k L
L :L?Z:T<mT—|—CCOS(9>E;. On en déduit
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Appendice. Equation polaire de I'orbite

= 7

%
Calculons L =7 x ¢ :

2
—> k L
L :L@:T(mT+CCOSH>E§. On en déduit

L? A . ,
— — OuU NOUS avons pose
" m2k + Leccos@® 1+ ecosf’ P
L2 Lc
J R p— £ = ——.
m2k’ m2k
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Appendice. Equation polaire de I'orbite

= 7

%
Calculons L =7 x ¢ :

2
—> k L
L :L@:T<mT+CCOSH>EZ. On en déduit

L? A . ,
— — OuU NOUS avons pose
" m2k + Leccos@® 1+ ecosf’ P
L2 Lc
J R p— £ = ——.
m2k’ m2k

C’est I'équation polaire d’une conique, de foyer O et
d’excentricité . Lorsque cette conique est une ellipse, c’est la
premiere loi de Kepler. Puisque nous avons fait en sorte que L
et ¢ soient de méme signe, nous avons ¢ > 0.
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Appendice. Equation polaire de l'orbite (2)

L'orbite est
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Appendice. Equation polaire de l'orbite (2)

L'orbite est
® uncerclesie =0,
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Appendice. Equation polaire de l'orbite (2)

L'orbite est
® uncerclesie =0,
#®» uneellipsesi0<e<l,
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Appendice. Equation polaire de l'orbite (2)

Lorbite est

#» uncerclesie =0,

#®» uneellipsesi0<e<l,
#» une parabole sic =1,
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Appendice. Equation polaire de l'orbite (2)

Lorbite est

#» uncerclesie =0,

#®» uneellipsesi0<e<l,
#» une parabole sic =1,

#» une hyperbole (plus exactement une branche d’hyperbole) si
e>1.
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Appendice. Orbite et hodographe, ¢ = ()

yA
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Appendice. Orbite et hodographe, ¢ = 1/2

Y P

\/ CCD
|
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Appendice. Orbite et hodographe, ¢ = 1
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Appendice. Orbite et hodographe, € = 2
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Appendice. Mouvements singuliers

Si a I'instant initial ¢ = ¢, @ et p(tp) sont colinéaires, ils
restent colinéaires pour toutes les valeurs du temps pour
lesquelles le mouvement est défini. Lorbite est une partie d’'une
ligne droite passant par le centre attractif O. Sur cette ligne
droite prise pour axe des abscisses, prenons O pour origine et
choisissons l'orientation de maniere qu’au temps ty, 'abscisse
z(tg) du point mobile P soit > 0. On réesoud assez facilement les
équations du mouvement en remarquant que I'énergie E est
une intégrale premiere. Lorsque £ # 0 il est commode d’utiliser
le parametre de Levi-Civita comme nouvelle variable
independante. Les resultats s’expriment le plus simplement
lorsque = et ¢ sont donnés en fonction d’'une nouvelle variable T,
choisie de maniere telle que lorsque 7 — 0, x et t tendent vers 0
tandis que p tend vers l'infini.
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Appendice. Mouvements singuliers (2)
Pour £ =0,
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Appendice. Mouvements singuliers (2)
Pour £ =0,
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Appendice. Mouvements singuliers (2)
Pour £ =0,

Hr) = k (2”;7)3/2 (sinh (\/?Tj - Tj |

ya
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Appendice. Mouvements d’énergie nulle

Pour les mouvements keplériens d’énergie nulle, on adapte la
methode de régularisation de Moser en remplacant la projection
steréeographique inverse par une inversion de pole O et de
rapport \. Les formules donnant le prolongement cotangent de

cette inversion sont

( A =
%
— OM
— ,
|OM][?
— S
OM|? = 2W.OM —
— _ NOM|" o o)
\ A : >)\
La correspondance (77, 77) — (OM, W) étant involutive,
(
oM = 57
p
\
— 2 27
Py 2T
\ A A |
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Appendice. Mouvements d’énergie nulle (2)

En notant Sy le prolongement cotangent de l'inversion de pole O
et de rapport A\, nous obtenons I'expression du hamiltonien

transforme :

A2 — 2m2k
Fosi———t— (17 - 255
om [TV [OM? )

. — , .
Ici le vecteur T/ a 3 composantes, c’est un vecteur de ? aussi
NoOus avons pose

[W =\ /W2+ W2+ w2
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Appendice. Mouvements d’énergie nulle (3)

Ce résultat prouve que I'ensemble des symétries infinitésimales
des mouvements d’énergie 0 du probleme de Kepler est le
méme que I'ensemble des symetries infinitésimales du champ
de vecteurs hamiltonien sur 7*(£) moins la section nulle, dont le

R —
hamiltonien est ||| .
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Appendice. Mouvements d’énergie nulle (3)

Ce résultat prouve que I'ensemble des symétries infinitésimales
des mouvements d’énergie 0 du probleme de Kepler est le
méme que I'ensemble des symetries infinitésimales du champ
de vecteurs hamiltonien sur 7*(£) moins la section nulle, dont le

R —
hamiltonien est ||| .

C’est donc l'algebre de Lie 6(3) des déeplacements

infinitésimaux (rotations et translations) de I'espace affine
euclidien &£, de dimension 3.
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