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l. Le probleme de Kepler. 1. Historique
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Johannes Kepler (1571-163

En s'appuyant sur les
observations et mesures
de l'astronome danois
Tycho Brahé  (1546-
1601), le mathématicien
et astronome allemand
Johannes Kepler (1571-
1630) a découvert les
lois qui (avec une tres
bonne approximation)
regissent le mouvement
des planetes.
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Johannes Kepler (1571-163
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En s'appuyant sur les
observations et mesures
de [l'astronome danois
Tycho Brahé  (1546-
1601), le mathématicien
et astronome allemand
Johannes Kepler (1571-
1630) a découvert les
lois qui (avec une tres
bonne approximation)
regissent le mouvement
des planetes.

Aujourdhui connues sous
le nom de Lois de Kepler,
elles s'enoncent ainsi :
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|. Le probleme de Kepler. 1. Historique (2)

Premiere loi de Kepler Lorbite de chacune des

planetes du systeme solaire est une ellipse dont le Soleil
occupe un foyer.
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|. Le probleme de Kepler. 1. Historique (2)

Premiere loi de Kepler Lorbite de chacune des
planetes du systeme solaire est une ellipse dont le Soleil

occupe un foyer.

Deuxieme loi de Kepler Le segment de droite qui
joint la planete au Soleil balaie des aires égales en des

intervalles de temps egaux.
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|. Le probleme de Kepler. 1. Historique (2)

Premiere loi de Kepler Lorbite de chacune des
planetes du systeme solaire est une ellipse dont le Soleil

occupe un foyer.
Deuxieme loi de Kepler Le segment de droite qui
joint la planete au Soleil balaie des aires égales en des
intervalles de temps egaux.

Troisieme loi de Kepler Dans le systeme solaire, le

carré de la période de révolution d'une planete est
proportionnel au cube du demi grand-axe de son orbite.

Les géométries non euclidiennes et les symétries cachées du probleme de Kepler
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l. Le probleme de Kepler. 1. Historique (3)

Sir Isaac Newton (1642-1727)

Le grand savant bri-
tannigue Isaac Newton
(1642-1727) a compris
gue les mouvements des
COrps pesants sur notre
Terre et le mouvement
des planetes du systeme
solaire, étaient regies
par les mémes lois de la
dynamique.
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l. Le probleme de Kepler. 1. Historique (3)

Sir Isaac Newton (1642-1727)

Le grand savant bri-
tannigue Isaac Newton
(1642-1727) a compris
gue les mouvements des
COrps pesants sur notre
Terre et le mouvement
des planetes du systeme
solaire, étaient regies
par les mémes lois de la
dynamique.

Il a découvert une formu-
lation mathématique de
ces lois, et a pu en de-
duire les lois de Kepler.
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l. Le probleme de Kepler. 2. Mise en équations

Soit P un point matériel de masse m, soumis au champ
gravitationnel créé par un centre attractif O. Posons
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l. Le probleme de Kepler. 2. Mise en équations

Soit P un point matériel de masse m, soumis au champ
gravitationnel créé par un centre attractif O. Posons
dr

r:!OP' r=krk; 'p=m—:
| - P
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l. Le probleme de Kepler. 2. Mise en équations

Soit P un point matériel de masse m, soumis au champ
gravitationnel créé par un centre attractif O. Posons
dr

r:!OP' r=krk; 'p=m—:
| - P

I
La force f qui s'exerce sur P est

!f— krr'1r_
= T

k étant la constante caractérisant le champ attractif de O.
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l. Le probleme de Kepler. 2. Mise en équations

Soit P un point matériel de masse m, soumis au champ
gravitationnel créé par un centre attractif O. Posons
dr

r:!OP' r=krk; 'p=m—:
| - P

I
La force f qui s'exerce sur P est

!f— krr'1r_
= T

k étant la constante caractérisant le champ attractif de O. Les
équations du mouvement sont

H_p_ kmr
d 3

dr _'p.
dt m’
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l. Le probleme de Kepler. 3. Moment cinétique

Pour resoudre ces équa-
tions nous suivrons la
methode la plus simple,
due au grand mathe-
maticien irlandais William
Rowan Hamilton (1805-
1865) [9].

Sir William Rowan Hamilton (1805-1865)
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l. Le probleme de Kepler. 3. Moment cinétique

Pour resoudre ces équa-
tions nous suivrons la
methode la plus simple,
due au grand mathe-
maticien irlandais William
Rowan Hamilton (1805-
1865) [9].

Le moment cinétique de
P par rapport a O est

I
L=r 'p;

étant le produit vecto-
riel.

Sir William Rowan Hamilton (1805-1865)

&
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l. Le probleme de Kepler. 3. Moment cinétique (2)

On véri e aisément '
dL
dt

I
donc L est une intégrale premiere du mouvement.

:O;
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l. Le probleme de Kepler. 3. Moment cinétique (2)

On véri e aisément '
dL
dt

I
donc L est une intégrale premiere du mouvement.

:O;

Interessons-nous d'abord au cas ou a I'instant initial r et p ne

sont pas collnealres donc ou a l'instant |n|t|al L 60. Comme L
reste constant r ef P ne sont jamais colinéaires.
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l. Le probleme de Kepler. 3. Moment cinétique (2)

On véri e aisément '
dL
dt

I
donc L est une intégrale premiere du mouvement.

:O;

Interessons-nous d'abord au cas ou a I'instant initial r et p ne
sont pas collnealres donc ou a l'instant |n|t|al L 60. Comme L
reste constant r ef P ne sont jamais colinéaires.

Choisissons un triedre orthonorme d orlentatlon posmve

d'origine O et de vecteurs unltalres eX ey ef e,, tels que L soit
parallele a I axe e,, et soit L sa composante sur cet axe :
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l. Le probleme de Kepler.

3. Moment cinétique (3)

Les vecteurs r et p restent constamment paralleles au plan

xOy. En notant

I

| .
[ COS e + rsin’ ey ;

m ﬂcos rd—sin
dt dt
mrzd—'eZ

dt

I'angle polaire de r,ona

dr . d |

|
‘et m —sin +r—cos ‘g

dt dt
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l. Le probleme de Kepler. 4. Loi des aires

On a donc

d
2”_ = Constante:

L = mr
dt
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l. Le probleme de Kepler. 4. Loi des aires

On a donc
d
2Z_ = Constante:

L = mr
dt

C'est la seconde loi de Kepler, aussi appelée loi des aires, car

L . , . L,
= est l'aire balayée par le segment de droite OP par unité de

temps, comptée positivement si  (dont la variation est
monotone) croit, et négativement s'il décroitt.
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l. Le probleme de Kepler. 5. Hodographe

La variation de l'angle polaire étant monotone, on peut écrire

dp_{:lp dt m2k

d——Wd—: T(COS!G)('FSin!q/):
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l. Le probleme de Kepler. 5. Hodographe

La variation de l'angle polaire étant monotone, on peut écrire

| 2
dp _ dp dt _ —k(cos'ex+sm ey):

Cette équation (qui ne contient plus r) est une equation
differentielle en qui s'integre aisément :

m2k
! — I n
p——L ( sin’ ex+cos q,)+ C ;

ol ¢ est la constante (vectorielle) d'intégration.
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l. Le probleme de Kepler. 5. Hodographe

La variation de l'angle polaire étant monotone, on peut écrire

| 2
dp _ dp dt _ —k(cos'ex+sm ey):

Cette équation (qui ne contient plus r) est une equation
differentielle en qui s'integre aisément :

m2k
! — I n
p——L ( sin’ ex+cos q,)+ C ;

ol ¢ est la constante (vectorielle) d'intégration.
On choisira e, de maniere telle que

C = Ir:q,;
|_c_e1an1_un3_cgnslamQLde_s|gne_quﬂlmnque)
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l. Le probleme de Kepler. 5. Hodographe (2)

En prenant O pour origine tragons dans Ie plan xOy deux
vecteurs egaux respectivement, qceta p . Lextrémité du
vecteur égal 3 p parcourt, lorsque varie, un cercle (ou un arc
de cercle) ayant pour centre |'extrémité du vecteur égal A c et
pour rayon
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l. Le probleme de Kepler. 5. Hodographe (2)

En prenant O pour origine tragons dans Ie plan xOy deux
vecteurs egaux respectivement, qceta p . Lextrémité du
vecteur égal 3 p parcourt, lorsque varie, un cercle (ou un arc
de cercle) ayant pour centre |'extrémité du vecteur égal A c et
pour rayon

Ce cercle (ou cet arc de cercle) est (au facteur multiplicatif m
ores) I'hodographe du probleme de Kepler. Pour faciliter le
angage, nous dirons dans la suite hodographe tout court au
leu de hodographe multiplieé par m.

Université de Constantine, Algérie, le 15 mars 2010 Les géométries non euclidiennes et les symeétries cachées du probleme de Kepler —p. 15/80



|. Le probleme de Kepler. 6. Equation polaire de I'orbite

I
Calculons L = r P :

! m2k

L = I!_eZ =r T + ccos e, : D'ou nous déduisons :
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|. Le probleme de Kepler. 6. Equation polaire de I'orbite

I
Calculons L = r P :

L = I!_eZ - r —"+ccos e, : D'ou nous déduisons :

q
I

-~ = ' oU nous avons poseé
m4k + Lc cos 1+ " cos P

L2 . Lc

m?2k ’ m2k
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|. Le probleme de Kepler. 6. Equation polaire de I'orbite

I
Calculons L = r P :

! | m2k | . .
L =Le, =7 - + ccos ‘e,: D'ounous déeduisons:
L2
r = = * OU NOUS avons poseé
m4k + Lc cos 1+ " cos P
— L2 . nm __ LC 0
m?24k ’ m24k

C'est I'equation polaire d'une conique d'excentricité |"j et de
foyer O. C'est (dans le cas ou cette orbite est une ellipse) la
premiere loi de Kepler.
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l. Le probleme de Kepler. 6. Equation polaire de l'orbite (2)

Plus précisément, I'orbite est :
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l. Le probleme de Kepler. 6. Equation polaire de l'orbite (2)

Plus précisément, I'orbite est :
® uncerclesi" =0,
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l. Le probleme de Kepler. 6. Equation polaire de l'orbite (2)

Plus précisément, I'orbite est :
® uncerclesi" =0,
# uneellipsesiO< "< 1,
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l. Le probleme de Kepler. 6. Equation polaire de l'orbite (2)

Plus précisément, I'orbite est :
® uncerclesi" =0,

# uneellipsesiO< "< 1,
#» une parabolesij"j=1,

Université de Constantine, Algérie, le 15 mars 2010 Les géométries non euclidiennes et les symeétries cachées du probleme de Kepler —p. 17/80



l. Le probleme de Kepler. 6. Equation polaire de l'orbite (2)

Plus précisément, I'orbite est :
® uncerclesi" =0,

# uneellipsesiO< "< 1,
#» une parabolesij"j=1,

#» une hyperbole (plus exactement une branche d'hyperbole) si
"] > 1:
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l. Le probleme de Kepler. 7. Lénergie

L'énergie du point matériel P est

2
P mk
E=— —, avec = k K
2m r ¥ P
en convenant de prendre pour niveau zéro de I'énergie,
I'eénergie qu'aurait le point matériel P s'il etait immobile et
In niment éloigne de O.
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l. Le probleme de Kepler. 7. Lénergie

L'énergie du point matériel P est

2
P mk
E=— —, avec = k K
2m r ¥ P
en convenant de prendre pour niveau zéro de I'énergie,
I'eénergie qu'aurait le point matériel P s'il etait immobile et
In niment éloigne de O.

En utilisant les équations du mouvement on veri e aisement

dE . . . N
gue g 0, donc que I'énergie E est une intégrale premiere.
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l. Le probleme de Kepler. 7. Lénergie

L'énergie du point matériel P est

2
P mk
E=— —, avec = k K
2m r ¥ P
en convenant de prendre pour niveau zéro de I'énergie,
I'eénergie qu'aurait le point matériel P s'il etait immobile et
In niment éloigne de O.

En utilisant les équations du mouvement on veri e aisement

dE . . . N
gue g 0, donc que I'énergie E est une intégrale premiere.

Quelgques petits calculs permettent d'exprimer I'énergie E au
moyende m, k, L et" :

E =

m3k?
o7 ("% 1)
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l. Le probleme de Kepler. 7. Lénergie (2)

Rappelons que I'hnodographe du probeme de Kepler est un (arc
de) cercle dont le centre est a la distance j¢ du point O et dont
le rayon est R. L'énergie E s'exprime, en fonction de cet de R,

par

_ 1 2
E—%(cz R?)
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l. Le probleme de Kepler. 7. Lénergie (2)

Rappelons que I'hnodographe du probeme de Kepler est un (arc
de) cercle dont le centre est a la distance j¢ du point O et dont
le rayon est R. L'énergie E s'exprime, en fonction de cet de R,

par

1
E= — (¢ R?
o ¢ )
On peut donc énoncer :

Proposition Lapuissance (2 R?) du point O par rapport
a I'nodographe, est egale a 2mE, ou E est I'énergie.
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Rappel : puissance d'un point par rapport a un cercle

Dans un plan, on considlére un cercle de centre C et de rayon

R, et un point O tel que jOCj = d. Pour toute droite passant par
O coupant le cercle en deux points M1 et M», on a

| | I |
"OM{:OM5 = OP:0Q=(d+ R)(d R)= d* R?:

Si O est a l'extérieur du
cercle, T1 et T, les points
de contact des tangentes
au cercle passant par O,
on a

I I
jOTyj° = jOTyj° = d° R?:
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|. Le probleme de Kepler. 8. Hodographe et énergie

#» Sij"j < 1, l'énergie est negative, le point O est a l'intérieur du
cercle qui porte I'nodographe, I'orbite est une ellipse (ou un
cercle, si" =0). Lhodographe est le cercle entier.
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|. Le probleme de Kepler. 8. Hodographe et énergie

#» Sij"j < 1, l'énergie est negative, le point O est a l'intérieur du
cercle qui porte I'nodographe, I'orbite est une ellipse (ou un
cercle, si" =0). Lhodographe est le cercle entier.

# Sij"j=1, I'énergie est nulle, le point O est sur le cercle qui
porte I'hnodographe, l'orbite est une parabole. Lhodograp he est
le cercle moins le point O.
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|. Le probleme de Kepler. 8. Hodographe et énergie

#» Sij"j < 1, l'énergie est negative, le point O est a l'intérieur du
cercle qui porte I'nodographe, I'orbite est une ellipse (ou un
cercle, si" =0). Lhodographe est le cercle entier.

# Sij"j=1, I'énergie est nulle, le point O est sur le cercle qui
porte I'hnodographe, l'orbite est une parabole. Lhodograp he est
le cercle moins le point O.

# Sij"j> 1, I'énergie est positive, le point O est a I'extérieur du
cercle qui porte I'nodographe, l'orbite est une branche
d'hyperbole. Lhodographe est un arc seulement de cercle, que
nous allons préciser.
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l. Le probleme de Kepler. 9. Hodographe pour E > 0

Supposons E  0,donc "] 1. Lexpression

r:
1+ " cos

montre que
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l. Le probleme de Kepler. 9. Hodographe pour E > 0

Supposons E  0,donc "] 1. Lexpression

r:
1+ " cos

montre que
®» r> 0Opour”cos > 1,
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l. Le probleme de Kepler. 9. Hodographe pour E > 0

Supposons E  0,donc "] 1. Lexpression

r:
1+ " cos

montre que
®» r> 0Opour”cos > 1,
®» r< Opour”cos < 1,
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l. Le probleme de Kepler. 9. Hodographe pour E > 0

Supposons E 0, doncj"j 1. Lexpression

r:
1+ " cos

montre que

®» r> 0Opour”cos > 1,

®» r< Opour”cos < 1,

® jri'l lorsque " cos ! 1.
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|. Le probleme de Kepler. 9. Hodographe pour E > 0O (suite)

Soit C le cercle qui porte
I'nodographe, c'est-a-dire
le cercle du plan xOy de
centre C et de rayon R.

O X
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. Le probleme de Kepler.

O

Soit C le cercle qui porte
I'nodographe, c'est-a-dire
le cercle du plan xOy de
centre C et de rayon R.

On voit aisément que
"cos tend vers 1
lorsque l'extremité du
vecteur d'origine O égal
3! p tend vers un des
points de contact (T
et To) des tangentes
meneées du point O au
cercle C.

9. Hodographe pour E > 0 (suite)

Université de Constantine, Algérie, le 15 mars 2010
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l. Le probleme de Kepler. 9. Hodographe pour E > 0 (suite)

De méme on voit que r
est positif lorsque l'extré-
mité du vecteur d'origine
O égal 2\ p est sur |'arc
du cercle C, limité par
T1 et T, qui tourne sa
concavite vers le point O.

C'est cet arc de cercle qui
est I'nodographe.

0O X
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l. Le probleme de Kepler. 9. Hodographe pour E > 0 (suite)

De méme on voit que r
est positif lorsque l'extré-
mité du vecteur d'origine
O égal 2\ p est sur |'arc
du cercle C, limité par
T1 et T, qui tourne sa
concavite vers le point O.

C'est cet arc de cercle qui
est I'nodographe.

Lautre arc de cercle (en
pointillés) est [I'hodo-
graphe d'un probleme
de Kepler modié, ou
le centre O est repulsif
O X| et ou l'orbite est l'autre

btanghe_d_h;mﬂbole |
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l. Le probleme de Kepler. 10. Orbite et hodographe, " = 0

yA
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|. Le probleme de Kepler. 11. Orbite et hodographe, " = 1=2

yA

P

N2

/

-
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l. Le probleme de Kepler. 12. Orbite et hodographe, " = 1
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l. Le probleme de Kepler. 13. Orbite et hodographe, " = 2

yA

Université de Constantine, Algérie, le 15 mars 2010 Les géométries non euclidiennes et les symeétries cachées du probleme de Kepler —p. 28/80



|. Le probleme de Kepler. 14. La troisieme loi de Kepler

Lorsque E < 0O, l'orbite est une ellipse, le mouvement est
periodique. La loi des aires permet un calcul facile de la période
T puisque l'aire balayee par OP par unité de temps est
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|. Le probleme de Kepler. 14. La troisieme loi de Kepler

Lorsque E < 0O, l'orbite est une ellipse, le mouvement est
periodique. La loi des aires permet un calcul facile de la période
T puisque l'aire balayee par OP par unité de temps est

En intégrant sur une période on trouve

LT L, . :
Lt R aire intérieure a l'orbite.
2m
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|. Le probleme de Kepler. 14. La troisieme loi de Kepler

Lorsque E < 0O, l'orbite est une ellipse, le mouvement est
periodique. La loi des aires permet un calcul facile de la période
T puisque l'aire balayee par OP par unité de temps est

En intégrant sur une période on trouve

ILJT L, . :
I L aire interieure a l'orbite.
2m
Le demi-grand axe a et le demi-petit axe bde l'orbite ont pour

expressions

p
a= b=a 1 "¢;

1 "2’
]
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|. Le probleme de Kepler. 14. La troisieme loi de Kepler (suite)

On a donc

P _2ma2p1 "2

J_LJT = a2 1 "2; dou T = —
JLJ

2m
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|. Le probleme de Kepler. 14. La troisieme loi de Kepler (suite)

On a donc
o P
p 2 no
MV _ 4277 72, gqon T=2M2 1 7
2m JL]

P
Mais en tenant compte de L= m?ka 1 "2, on obtient

4 2
T?= —a°:
K
C'est la troisieme loi de Kepler : le carré de la péeriode est

proportionnel au cube du demi-grand axe.
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|. Le probleme de Kepler. 14. La troisieme loi de Kepler (suite)

On a donc
o P
p 2 no
MV _ 4277 72, gqon T=2M2 1 7
2m JL]

P
Mais en tenant compte de L= m?ka 1 "2, on obtient

C'est la troisieme loi de Kepler : le carré de la péeriode est
proportionnel au cube du demi-grand axe.

L'énergie E s'exprime tres simplement en fonction de a:

km

JE] = oa
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. Flot et variété des mouvements. 1. Rappel.

On considere 'équation différentielle

d (1) _ .,
— =X

ouX :R M ! TM estunchamp de vecteurs C! , pouvant
dépendre du temps sur une variéte différentiable M .
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. Flot et variété des mouvements. 1. Rappel.

On considere 'équation différentielle

ou

Le ot de cette équation differentielle est I'application, dé ni e

d' (t)

dt

=X t' (1)

X :R M! TM estunchamp de vecteurs C! , pouvant
dépendre du temps sur une variéte différentiable M .

surunouvertdeR R M, avaleurs dans M,

te
SO
va

(t;to;Xo) 7! ( t;to; Xo)

e que, lorsque tg et xg sont xes, t 7! ( t;tg;Xg) Soit la
ution maximale de cette équation differentielle prenant la

eur Xg pourt = to.

Université de Constantine, Algérie, le 15 mars 2010
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Il. Flot et variété des mouvements. 1. Rappel (suite)

Donc

@( t;to; Xo)
@t

=X t; (tto;Xo) 5 ( to;to;Xo) = Xo:
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Il. Flot et variété des mouvements. 1. Rappel (suite)

Donc

@( t;to; Xo)
@t

L'espace des mouvements de cette equation differentielle est
'ensemble M de ses solutions maximalest 7! ' (t).

=X t; (tto;Xo) 5 ( to;to;Xo) = Xo:
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Il. Flot et variété des mouvements. 1. Rappel (suite)

Donc

@( t;to; Xo)
ot

L'espace des mouvements de cette équation difféerentielle est

'ensemble M de ses solutions maximalest 7! ' (t).
Cet espace est le quotientde R M patr la relation
d'équivalence

=X t; (tto;Xo) 5 ( to;to;Xo) = Xo:

(to; X2) et (t1;x1) sont equivalents si (to;t1; X1) est elément
de l'ouvertde R R M surlequelle ot estdé niet

X2 = ( t2;t1;X1):
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II.Flot et variete des mouvements. 1. Rappel (suite)

Lorsque le ot estdéenisur R R M, l'espace des

mouvements M est une variété différentiable difféomorphe a
M . Mais pas de maniere canonigue! Si on choisit une valeur

particuliere to 2 R, on a un difféomorphisme de M sur M qui fait

correspondre a chaque mouvement' 2 M le point' (tg) 2 M.
Mais bien sir ce difféomorphisme déepend du choix de tp.
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II.Flot et variete des mouvements. 1. Rappel (suite)

Lorsque le ot estdéenisur R R M, l'espace des

mouvements M est une variété différentiable difféomorphe a
M . Mais pas de maniere canonigue! Si on choisit une valeur

particuliere to 2 R, on a un difféomorphisme de M sur M qui fait

correspondre a chaque mouvement' 2 M le point' (tg) 2 M.
Mais bien sir ce difféomorphisme déepend du choix de tp.

Dans le cas général, Jean-Marie Souriau [16] a montré que
I'espace des mouvements admet une structure de variéete
differentiable, qui peut ne pas étre separée, mais dont tout
élément possede un voisinage ouvert separé diffeomorphe a un
ouvert de M, le difféomorphisme local étant construit comme
ci-dessus.
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Il. Flot et varieté des mouvements. 2. Cas symplectique

Lorsque M est une variété symplecique et X un champ de
vecteurs hamiltonien (pouvant dependre du temps) Jean-Marie
Souriau [16, 17] a prouve (en donnant une forme globale a un
resultat etabli par Lagrange vers 1810) que la variété des

mouvements M posséde une structure symplectique pour
laquelle les difféomorphismes locaux sur des ouverts de M
considéres ci-dessus sont des symplectomorphismes.
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Il. Flot et varieté des mouvements. 2. Cas symplectique

Lorsque M est une variété symplecique et X un champ de
vecteurs hamiltonien (pouvant dependre du temps) Jean-Marie
Souriau [16, 17] a prouve (en donnant une forme globale a un
resultat etabli par Lagrange vers 1810) que la variété des

mouvements M posséde une structure symplectique pour
laquelle les difféomorphismes locaux sur des ouverts de M
considéres ci-dessus sont des symplectomorphismes.

Lorsque de plus le champ de vecteurs hamiltonien X ne
depend pas du temps, le groupe additif R agit sur la variéte des

mouvements M, I'orbite d'un élément (c'est-a-dire d'une
solution maximale) ' étant I'ensemble de toutes les solutions
maximales qui s'en déduisent par une translation temporelle,
c'est-a dire qui sont de la forme

t7! (t)="(t+tg); avec tp2 R:
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I1l. Mouvements du probleme de Kepler. 1. Généralités

Appliguons les notions que nous venons de rappeler
brievement au probleme de Kepler. C'est le ot d'un champ de
vecteurs hamiltonien indépendant du temps, dé ni sur une
varieté symplectigue de dimension 6 (le bre cotangent a un
espace af ne euclidien de dimension 3, privé d'un point, le

centre attractif). La variété des mouvements M est donc de
dimension 6.
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I1l. Mouvements du probleme de Kepler. 1. Généralités

Appliguons les notions que nous venons de rappeler
brievement au probleme de Kepler. C'est le ot d'un champ de
vecteurs hamiltonien indépendant du temps, dé ni sur une
varieté symplectigue de dimension 6 (le bre cotangent a un
espace af ne euclidien de dimension 3, privé d'un point, le

centre attractif). La variété des mouvements M est donc de
dimension 6.

Soitt 7! ' (t) un mouvement a moment cinetique nul se
terminant a l'instant t.o; par la collision du point matériel P avec
le centre attractif. Alors

t7b (1)="(2tcoan 1)

est un autre mouvement, dans lequel le point matériel P est
éjecté par le centre attractif a l'instant ty, avec une vitesse
In nie (mais une énergie nie). |
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I1l. Mouvements du probleme de Kepler. 1. Généralités

Pour la topologie de M, les mouvements ' et ne possedent

pas de voisinages disjoints : la variété des mouvements M n'est
pas séparee.
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I1l. Mouvements du probleme de Kepler. 1. Généralités

Pour la topologie de M, les mouvements ' et ne possedent

pas de voisinages disjoints : la variété des mouvements M n'est
pas séparee.

Pour chaque valeur e de I'énergie E, lI'ensemble des

mouvements d'énergie E = e est une sous-variété M de M,
coisotrope, de dimension 5. Nous avons vu gque le groupe

additif R agit sur M . Cette action laisse invariante chaque
sous-variété M.
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I1l. Mouvements du probleme de Kepler. 1. Généralités

Pour la topologie de M, les mouvements ' et ne possedent

pas de voisinages disjoints : la variété des mouvements M n'est
pas séparee.
Pour chaque valeur e de I'énergie E, lI'ensemble des

mouvements d'énergie E = e est une sous-variété M de M,
coisotrope, de dimension 5. Nous avons vu gque le groupe

additif R agit sur M . Cette action laisse invariante chaque
sous-variété M.
Chaque feuille (de dimension 1) du feuilletage caracteristique

de M. est l'orbite d'un élément de M. sous l'action de R.
Autrement dit, c'est I'ensemble de tous les mouvements pour
esquels le point P se déplace sur une méme orbite de I'espace
ohysique, ne différant les uns des autres que par l'instant de
passage de P en un point particulier de cette orbite.
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l1l. Mouvements du probleme de Kepler. 2. Réduction

L'ensemble des feuilles du feuilletage en courbes de M. décrit
ci-dessus est la variété symplectique réduite, au sens de
Marsden et Weinstein [11]. Elle est de dimension 4, et elle
s'identi e a I'espace des orbites orientées d'énergie xee E = e
du probleme de Kepler.
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l1l. Mouvements du probleme de Kepler. 2. Réduction

L'ensemble des feuilles du feuilletage en courbes de M. décrit
ci-dessus est la variété symplectique réduite, au sens de
Marsden et Weinstein [11]. Elle est de dimension 4, et elle
s'identi e a I'espace des orbites orientées d'énergie xee E = e
du probleme de Kepler.

Ces orbites (dans I'espace physique ou a lieu le mouvement du
point matériel P) sont des coniques dont un des foyers est O,
plus précisément

#® desellipses sie <0,

® des parabolessie=0,

# des branches d'hyperbole tournant leur concavité vers O si
e> 0.
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l1l. Mouvements du probleme de Kepler. 2. Réduction

L'ensemble des feuilles du feuilletage en courbes de M. décrit
ci-dessus est la variété symplectique réduite, au sens de
Marsden et Weinstein [11]. Elle est de dimension 4, et elle
s'identi e a I'espace des orbites orientées d'énergie xee E = e
du probleme de Kepler.

Ces orbites (dans I'espace physique ou a lieu le mouvement du
point matériel P) sont des coniques dont un des foyers est O,
plus précisément

#® desellipses sie <0,

® des parabolessie=0,

# des branches d'hyperbole tournant leur concavité vers O si
e> 0.

Cette variété réduite sera appelée variéte reduite des
mouvements d'énergie xée E = e, et notée Me.
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l1l. Mouvements du probleme de Kepler. 3.E = e xé

L'etude de la variéte réduite des mouvements d'énergie xée
E = eest considérablement simpli ée par la remarque suivante.
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l1l. Mouvements du probleme de Kepler. 3.E = e xé

L'etude de la variéte réduite des mouvements d'énergie xée
E = eest considérablement simpli ée par la remarque suivante.

Il ya a une correspondance bijective entre une orbite orientée
du probleme de Kepler et son hodographe oriente.

Cette remarque simpli e I'étude pour deux raisons :
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l1l. Mouvements du probleme de Kepler. 3.E = e xé

L'etude de la variéte réduite des mouvements d'énergie xée
E = eest considérablement simpli ée par la remarque suivante.

Il ya a une correspondance bijective entre une orbite orientée
du probleme de Kepler et son hodographe oriente.

Cette remarque simpli e I'étude pour deux raisons :

# d'abord parce gue les hodographes sont des cercles, ou des
arcs de cercle, c'est-a-dire des courbes plus simples que les
ellipses, les paraboles ou les hyperboles,
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l1l. Mouvements du probleme de Kepler. 3.E = e xé

L'etude de la variéte réduite des mouvements d'énergie xée
E = eest considérablement simpli ée par la remarque suivante.

Il ya a une correspondance bijective entre une orbite orientée
du probleme de Kepler et son hodographe oriente.

Cette remarque simpli e I'étude pour deux raisons :

# d'abord parce gue les hodographes sont des cercles, ou des
arcs de cercle, c'est-a-dire des courbes plus simples que les
ellipses, les paraboles ou les hyperboles,

#» ensuite parce que la puissance du point O par rapport a
I'nodographe est eégale a 2mE, ou E est I'énergie du
mouvement considére.
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l1l. Mouvements du probleme de Kepler. 3.E = e xé

Nous pouvons donc énoncer :

Proposition La variété réduite des mouvements d'énergie
E = es'identie
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l1l. Mouvements du probleme de Kepler. 3.E = e xé

Nous pouvons donc énoncer :

Proposition La variété réduite des mouvements d'énergie
E = es'identie
#® sSie <0, al'espace des cercles orientés, tracés dans un plan

de I'espace E passant par le point O, par rapport auxgels la
puissance de O est egale a 2me;
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l1l. Mouvements du probleme de Kepler. 3.E = e xé

Nous pouvons donc énoncer :

Proposition La variété réduite des mouvements d'énergie
E = es'identie
#® sSie <0, al'espace des cercles orientés, tracés dans un plan

de I'espace E passant par le point O, par rapport auxgels la
puissance de O est egale a 2me;

® sie=0, al'espace des cercles orientés passant par O,
moins le point O ;
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l1l. Mouvements du probleme de Kepler. 3.E = e xé

Nous pouvons donc énoncer :

Proposition La variété réduite des mouvements d'énergie
E = es'identie
#® sSie <0, al'espace des cercles orientés, tracés dans un plan

de I'espace E passant par le point O, par rapport auxgels la
puissance de O est egale a 2me;

® sie=0, al'espace des cercles orientés passant par O,
moins le point O ;

® sie> 0, al'espace des arcs de cercle orientes, tracés dans
des plans passant par O et tournant leur concavité vers O, par
rapport auxquels la puissance de O est egale a g, limités par les
points de contact des tangentes menées du point O.
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V. Mouvements reduits et geodesiques. 1.Case 60

Utilisant une idée de Fock [7] datant de 1935, Moser [13] a
montré comment, par projection stéreographique inverse, on
peut mettre en correspondance injective les mouvements
reduits d'energie xee e < 0 avec des grands cercles orientés
d'une sphere de dimension 3. Ces grands cercles orientés sont
des geodésiques orientées de cette sphere, munie de sa
metrique riemannienne usuelle.
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V. Mouvements reduits et geodesiques. 1.Case 60

Utilisant une idée de Fock [7] datant de 1935, Moser [13] a
montré comment, par projection stéreographique inverse, on
peut mettre en correspondance injective les mouvements
reduits d'energie xee e < 0 avec des grands cercles orientés
d'une sphere de dimension 3. Ces grands cercles orientés sont
des geodésiques orientées de cette sphere, munie de sa
metrique riemannienne usuelle.

De méme, grace a une projection steréographique généralisée,
les mouvements réduits d'énergie xée e > 0 peuvent étre mis
en correspondance injective avec les grandes hyperboles
orientées d'un hyperboloide de révolution a deux nappes, de
dimension 3. Ces grandes hyperboles orientees sont des
géodésiques orientees de cet hyperboloide, muni de la
metrigue riemannienne induite par son plongement dans un
espace de Lorentz de dimension 4.
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V. Mouvements reduits et geodesiques. 1.Case 60

On va traiter ensemble les cas d'énergie positive et négative en
iIntroduisant la variable auxiliaire

(

1 siI e<O0;
1 si e>0:

Soit !(eX", q,", e;) un repere orthonorme de E d'origine O. On
construit un espace augmenté F en ajoutant a ce repere un
vecteur unitaire e,, la coordonnée correspondante étant notée
h. Lespace E est identi € a I'hyperplan de F d'équation h=0.
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V. Mouvements reduits et geodesiques. 1.Case 60

On va traiter ensemble les cas d'énergie positive et négative en
iIntroduisant la variable auxiliaire

(

1 siI e<O0;
1 si e>0:

Soit !(eX", q,", e;) un repere orthonorme de E d'origine O. On
construit un espace augmenté F en ajoutant a ce repere un
vecteur unitaire e,, la coordonnée correspondante étant notée
h. Lespace E est identi € a I'hyperplan de F d'équation h=0.

On considere la quadrique Q d'équation

P
h2+ (x?+y?+2z%)= 2; avec = 2mjq:

C'est une sphere si =1, un hyperboloide a deux nappes si
= 1
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V. Mouvements reduits et geodesiques. 1.Case 60

Soit N le point de coordonnées (x =y=z=0; h= ). La
projection steréographique (usuelle si =1, généralisée si

= 1) de la quadrique Q privée du point N sur I'espace E est
I'application qui, a chaque point m de QnfN g, fait correspondre
le point M de E (identi e a I'hyperplan d'équation h=0) ou la
droite qui joint N et m rencontre E.
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V. Mouvements reduits et geodesiques. 1.Case 60

Soit N le point de coordonnées (x =y=z=0; h= ). La
projection steréographique (usuelle si =1, généralisée si

= 1) de la quadrique Q privée du point N sur I'espace E est
I'application qui, a chaque point m de QnfN g, fait correspondre
le point M de E (identi e a I'hyperplan d'équation h=0) ou la
droite qui joint N et m rencontre E.
# Si =1 c'estun difftomorphisme de la 3-sphere Q privée
du point N sur l'espace E.
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V. Mouvements reduits et geodesiques. 1.Case 60

Soit N le point de coordonnées (x =y=z=0; h= ). La
projection steréographique (usuelle si =1, généralisée si

= 1) de la quadrique Q privée du point N sur I'espace E est
I'application qui, a chaque point m de QnfN g, fait correspondre
le point M de E (identi e a I'hyperplan d'équation h=0) ou la
droite qui joint N et m rencontre E.
# Si =1 c'estun difftomorphisme de la 3-sphere Q privée
du point N sur l'espace E.

# Si = 1c'estun difftomorphisme de I'nyperboloide Q
privé du point N sur le complémentaire, dans E, de la sphere
de centre O et de rayon . La nappe supéerieure (h>0) de
I'nyperboloide, privée du point N, a pour image la partie de E
exterieure et la nappe inférieure (h<O0) la partie de E intérieure
a cette sphere.
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V. Mouvements réduits et géodésiques. 1.Case6 0

ht hl
M

M X
| m| || m

=1
Projection seeographique Projection seeographique

cereraliee

Université de Constantine, Algérie, le 15 mars 2010 Les géométries non euclidiennes et les symeétries cachées du probleme de Kepler —p. 43/80



V. Mouvements reduits et geodesiques. 1.Case 60

On note (x;y;z; h) les coordonnées de m, (u;v;w;0) celles de
M, le point de E de coordonnées (x;y; z;0) et en le vecteur
unitaire (a quatre dimensions) de base de la dimension
supplémentaire ajoutée a E. On peut donc écrire

! |
Om=0 +heh:
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V. Mouvements reduits et geodesiques. 1.Case 60

On note (x;y;z; h) les coordonnées de m, (u;v;w;0) celles de
M, le point de E de coordonnées (x;y; z;0) et en le vecteur
unitaire (a quatre dimensions) de base de la dimension
supplémentaire ajoutée a E. On peut donc écrire

! |
Om=0 +heh:

Moyennant quelgques calculs on obtient les formules donnant
les coordonnées de M en fonction de celles de m :

| |
OM = —0

On a aussi

| |
h2= 2 KO k?; avec KO k®= x°+ y?+ z°:
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V. Mouvements reduits et geodesiques. 1.Case 60

La transformation inverse (coordonnées de m en fonction de
celles de M) est
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V. Mouvements reduits et geodesiques. 1.Case 60

La transformation inverse (coordonnées de m en fonction de
celles de M) est

| 2 2 |
0 OM ;
2+ kOMk2
2 2 |
E = kOMk - avec KOMKZ = u?+ v2+ w?:
kOM k2+ 2
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V. Mouvements reduits et geodesiques. 1.Case 60

La transformation inverse (coordonnées de m en fonction de
celles de M) est

| 2 2 |
0 OM ;
2+ kOMk2
2 2 |
E = kOMk - avec KOMKZ = u?+ v2+ w?:
kOM k2+ 2

En utilisant ces formules on voit que si M1 et M2 sont deux

points de E tels que OMl OM> =2me= 2 leurs images, par
I'inverse de la projection stéréographique, sont deux points mq
et m, symetriques par rapport a O. On peut d'ailleurs trouver
cette propriété sans aucun calcul, en utilisant les proprietés de
I'inversion.
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V. Mouvements reduits et geodesiques. 1.Case 60

La projection stéréographique (éventuellement generalisee)
considérée est une inversion de pdle N et de rapport2 2.
Celle-ci se prolonge en une involution de l'espace augmenté F
privé du point N, qui appligue I'hyperplan E sur la quadrique Q
(privée de N), et le pble sud S de Q sur l'origine O.
L'hodographe d'un mouvement keplérien d'eénergie E est porté
par un cercle, contenu dans un plan passant par O, tel que la
puissance de O par rapport a ce cercle soit 2. Ce cercle est
'Intersection de I'nyperplan E de F avec une quadrigue de
revolutlon de dimension 2, dont I'axe de révolution est parallele
3 en, passant par les points N et S. Linverse de cette quadrique
est un plan de F, de dimension 2, passant par l'origine O,
puisque l'inverse du pole sud S est O.
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V. Mouvements reduits et geodesiques. 1.Case 60

Par suite, la projection stéréographique inverse transforme
I'nodographe de chaque mouvement képlérien d'énergie e en
I'intersection de la quadrigue Q (de dimension 3) avec un plan
(de dimension 2) passant par son centre O. C'est

# un grand cercle de la sphere Qsie<0, =1,

#® une branche de “grande hyperbole” de I'nyperboloide de
réevolutionQsie>0, = 1.
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V. Mouvements reduits et geodesiques. 1.Case 60

Par suite, la projection stéréographique inverse transforme
I'nodographe de chaque mouvement képlérien d'énergie e en
I'intersection de la quadrigue Q (de dimension 3) avec un plan
(de dimension 2) passant par son centre O. C'est

# un grand cercle de la sphere Qsie<0, =1,

#® une branche de “grande hyperbole” de I'nyperboloide de
réevolutionQsie>0, = 1.

L'expression “grande hyperbole” de I'hyperboloide de réevolution
Q est employee par analogie avec I'expression “grand cercle”
d'une sphere : intersection de Q avec un 2-plan passant par son
centre de symétrie O.

Dans les deux cas, il s'agit d'une geodesique de la quadrique Q
munie de la meétrigue induite par celle de I'espace augmente F
(euclidienne si =1, lorentziennesi = 1).
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V. Mouvements reduits et geodesiques. 1.Case 60

Munissons I'espace de dimension 4 obtenu en ajoutant a E une
dimension ﬂieh de la métrique

(

1 siI e<O0;
1 si e>0:

ds® = dx? + dy? + dz°+ dh?; avec
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V. Mouvements reduits et geodesiques. 1.Case 60

Munissons I'espace de dimension 4 obtenu en ajoutant a E une
dimension ﬂieh de la métrique

(

1 si e<O0;
1 si e>0:

ds® = dx? + dy? + dz°+ dh?; avec

La meétrigue induite sur la quadrique Q est a courbure
constante, positive si =1, négativesi = 1, etles
géodésiques de Q, munie de cette métrigue, sont les grands
cercles, ou les arcs de grandes hyperboles, suivant que vaut 1
ou 1
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V. Mouvements reduits et geodesiques. 1.Case 60

Munissons I'espace de dimension 4 obtenu en ajoutant a E une
dimension ﬂieh de la métrique

(

1 siI e<O0;
1 si e>0:

ds® = dx? + dy? + dz°+ dh?; avec

La meétrigue induite sur la quadrique Q est a courbure
constante, positive si =1, négativesi = 1, etles
géodésiques de Q, munie de cette métrigue, sont les grands
cercles, ou les arcs de grandes hyperboles, suivant que vaut 1
ou 1

Grace a la projection stéreographique (eventuellement
geneéralisee), cette metrigue a courbure constante sur Q peut
étre transportée sur I'espace E (entier si =1, privé de la
sphere de centre O etderayon si = 1).
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V. Mouvements reduits et geodesiques. 1.Case 60

En utilisant les formules donnant I'expression de la projection
steréographique (éventuellement généralisée) on trouve
aisément |'expression de la métrique a courbure constante dont
les hodographes sont les geodésiques (J. Milnor [12] attribue ce
resultat a Osipov [14,15] et Belbruno [4; 5]) :
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V. Mouvements reduits et geodesiques. 1.Case 60

En utilisant les formules donnant I'expression de la projection
steréographique (éventuellement généralisée) on trouve
aisément |'expression de la métrique a courbure constante dont
les hodographes sont les geodésiques (J. Milnor [12] attribue ce
resultat a Osipov [14,15] et Belbruno [4; 5]) :

4 2
ds® = 5 du® + dve + dw?
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V. Mouvements reduits et geodesiques. 1.Case 60

En utilisant les formules donnant I'expression de la projection
steréographique (éventuellement généralisée) on trouve
aisément |'expression de la métrique a courbure constante dont
les hodographes sont les geodésiques (J. Milnor [12] attribue ce
resultat a Osipov [14,15] et Belbruno [4; 5]) :

4 2
ds® = 5 du® + dve + dw?

# Lorsque =1 c'estune metrigue a courbure constante
positive dé nie sur E entier.

#® lLorsque = 1 cette métrique est dé nie positive et a
courbure constante négative a l'intéerieur de la sphere de centre
O et de rayon , et dé nie négative, et (moyennant un
changement de signe) a courbure constante negative a

|_I_extﬂtlguLde_c_eﬁe_aphere |
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V. Mouvements reduits et geodesiques. 2.Case=0

Les mouvements réduits d'eénergie e = 0 sont les cercles de
I'espace E passant par le point O et privés de ce point. Une
iInversion de pole O et de rapport transforme ces cercles en
droites, c'est-a-dire en géodesiques de l'espace euclidien, et on
obtient ainsi toutes les droites qui ne passent pas par le point
O. Par suite :
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V. Mouvements reduits et geodesiques. 2.Case=0

Les mouvements réduits d'eénergie e = 0 sont les cercles de
I'espace E passant par le point O et privés de ce point. Une
iInversion de pole O et de rapport transforme ces cercles en
droites, c'est-a-dire en géodesiques de l'espace euclidien, et on
obtient ainsi toutes les droites qui ne passent pas par le point
O. Par suite :

Les mouvements réduits d'eénergie nulle sont des géodésiques
(orientées) de l'espace euclidien de dimension 3. Ce résultat a
été egalement obtenu par Osipov et Belbruno.
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V. Mouvements reduits et geodésiques. 2.Case=0

Les mouvements réduits d'eénergie e = 0 sont les cercles de
I'espace E passant par le point O et privés de ce point. Une
iInversion de pole O et de rapport transforme ces cercles en
droites, c'est-a-dire en géodesiques de l'espace euclidien, et on
obtient ainsi toutes les droites qui ne passent pas par le point
O. Par suite :

Les mouvements réduits d'eénergie nulle sont des géodésiques
(orientées) de l'espace euclidien de dimension 3. Ce résultat a
été egalement obtenu par Osipov et Belbruno.

Le ds? de la métrigue (euclidienne) dont les hodographes sont
les geodésiques a pour expression, au moyen des coordonnees
u, v, w,

A 2(du® + dv? + dw?)
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V.Prolongement aux br és cotangents. 1. Généralités

La projection stéreographique (usuelle si e < 0, généralisée si
e > 0) et l'inversion dans E (si e = 0) ont été utilisées pour
transformer les hodographes de mouvements képlériens en
geodésiques d'espaces a courbure constante. Moser [13] a
montré gu'en prolongeant ces transformations aux bres
cotangents, on obtient un anti-symplectomorphisme qui
transforme

les hodographes des orbites képléeriennes en les
geodésiques d'un espace a courbure constante,

les orbites keplériennes en les hodographes des
geodeésiques de cet espace a courbure constante, paramétrées
par la longueur d'arc.
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V.Prolongement aux br és cotangents. 1. Généralités

La projection stéreographique (usuelle si e < 0, généralisée si
e > 0) et l'inversion dans E (si e = 0) ont été utilisées pour
transformer les hodographes de mouvements képlériens en
geodésiques d'espaces a courbure constante. Moser [13] a
montré gu'en prolongeant ces transformations aux bres
cotangents, on obtient un anti-symplectomorphisme qui
transforme

les hodographes des orbites képléeriennes en les
geodésiques d'un espace a courbure constante,

les orbites keplériennes en les hodographes des
geodeésiques de cet espace a courbure constante, paramétrées
par la longueur d'arc.

A la la longueur d'arc sur les géodésiques de I'espace a
courbure constante correspond le parametre de Levi-Civita (et
non le temps) sur les orbites du probleme de Kepler. |
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V.Prolongement aux br és cotangents. 2.Case60

Pour e 6 0, la projection stéreographique inverse
(éventuellement généralisée) associe, a chague point M de
I'espace E, de dimension 3, un point m de la quadriqgue Q, de
dimension 3, plongée dans l'espace étendu F de dimension 4.
Puisque cette application est un diffeomorphisme d'un ouvert
de E sur QnfN g, elle se prolonge, de maniere unique, aux

brés cotangents, de maniere telle que I'image réciproque d e la
forme de Liouville de T (QnfN g soit égale a la forme de
Liouville de T E (ou plus précisement, lorsque e > 0du bré

cotangent a un ouvert de E).
I

Appliquons cette construction au cas ou OM =! P, vecteur
impulsion d'un mouvement képlérien d'énergie e 6 0.
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V.Prolongement aux br és cotangents. 2.Case60

Une 1-forme sur E peutsecrlre r dOM ol r estun champ de

vecteurs sur E, ou puisque OM = p,

' r:dp = rydpc+ rydpy + rzdp;:

Rappelonsque =1sie<0et = 1sie>0.Lequationde Q

est I :

'Om:Om = x°+ y?+ z?+ h?= ?;

Une 1-forme sur Q peut s'écrire

|
' w:dom = Wy dX + wy dy + w, dz+ wpdh;

J : , .
ou w est un champ de vecteurs sur Q. Il doit donc véri er

||
"w:Om = wyX + wyy+ wy;z+ wrh=0:
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V.Prolongement aux br és cotangents. 2.Case60

Le prolongement aux brés cotangent de la projection

stéréographique, noté 8, doit donc assouer au couple (m W)
formé d'un pomt m de Q etd'un vecteur w tangent a Q en ce
point, un couple ( r p) de deux vecteurs de E, de maniere
telle que |

!wﬁOm:!hap:

On a déja déterminé les équations exprimant la projection
stéreographique S, donnant p en fonction de m, ainsi que
celles exprimant la transformation inverse S 1. Les équations

exprimant le prolongement aux brés cotangents 8 et son
inverse 8 ! s'obtiennent aisément moyennant quelques calculs.
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V.Prolongement aux br és cotangents. 2.Case60

Prolongement aux brés cotangents de la projection
stéreographique :

8I
3 p -

2 h W, !

1
O
Q
<
D
O
-
N
+
x—
O
N
N
1
N

|
&
+

|
O

ou on a pose

l |
'Om=0 +f1eh; !W:!W3+ w!heh;
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V.Prolongement aux br és cotangents. 2.Case60

Les formules exprimant le prolongement aux brés cotangent s
de la projection stéreographigue inverse sont

, 2

o= 2+2'kpk!2p;

h = tgt; z; avec l<pk2:p)2<+p§+p§;
s = 2+zl;pk.?r !rlizp.p;

Wh:!r!:p:

Comme ci-dessus on a poseé

l |
'Om=0 +f1eh; !W:!W3+ w!heh;
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V.Prolongement aux br és cotangents. 3.Case=0

Pour les mouvements d'énergie nulle il faut remplacer la
projection stéréographique par une inversion de centre O et de
rapport . Les formules exprimant son prolongement aux brés
cotangents sont8

| I

: = 5 O :
%p kOmk? "

_§! - ww bW!:Orri

Om:

I
Inversement (!( p!; r) 7! '(Om!; w) est involutive)

8! |
2 0Om= ok P
= k p K3 bt p

r

W = P .,
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V. Prolongement aux br é€s cotangents. 4. Anti-sympl.

PuisqueI w:élOm = rd P,
Idw"(!:lOm:'dr Ahp: Idp’\{:Ir:
On a noté
Hp“'dr = dpx ™ dryx + dpy, * dry + dp, * dr;

et une convention analogue (avec 4 composantes) pour

dw dOm

Or la forme symplectique canonlque de I'espace des phases du
probleme de Kepler est 1+ E = = d p A dr tandis que celle de

T Qest!lt o= = dw A dOm Lapplication construite est donc un
anti-symplectomorphisme, non un symplectomorphisme.
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VI. Transformation du hamiltonien. 1.Case6 0

L'image directe par 8 du champ de vecteurs de hamiltonien E
sur l'espace des phases du probleme de Kepler, est donc le

champ de vecteurs de hamiltonien E 8surT Q.Ona

= KD k>  mk
~ 2m  krk
Apres un petit calcul on trouve, dans le cas ou e 6 0,
3 km2 2
E 8=e+ - kwk - , avec e= :
m(  hkwk 2 2m
I R -
Le vecteur w étant de genre espace, on a posé
wk = ;
WK= wgz+wi+ws+ wi:
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VI. Transformation du hamiltonien. 2. Case=0

Dans le cas ol e= 0, en utilisant, au lieu de 8, le prolongement

aux bres cotangents de l'inversion, note 80 on a une formule
analogue

2

2ml<wkl!<0mk2

2m2k

E $0= l(Wk I

I - : s
Le vecteur w étant cette fois un vecteur de E, on a poSse

g

kwk = Wg + Wg + Wz
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V1. Transformation du hamiltonien. 3. Le ot transform é.

Ces résultats montrent que le niveau d'énergie E = ede
I'espace des phases du probleme de Kepler est transforme, par

8 1 sie6 0 ou par @0 Sl e= O en I'ensemble de couples
(m w) ou la norme du vecteur w a une valeur constante,
dépendant de e :

k sie60 ( :
S OnfNg sle60,

2m?k . E sie=0;
Sie=0:

JAVAL® )
‘3
N

kwk =

"V

Sur ce niveau d' energli d(E Q) sie6 0, oud(E §() sie=0,
w k?

2
proportionnalité dépendant du point m considere.

est proportionnel a d , la valeur du coef cient de
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V1. Transformation du hamiltonien. 3. Le ot transform é.

Sie6 0, sur le niveau d'énergie (E 8) 1(e),ona

3 ~ 7 kw k2
m( h)i(Wkdl(Wk_ ek Y T2

dE 9)=

De méme, si e= 0, sur le niveau d'énergie (E 99 1(0), on a

2 4 2
dE $= — d(kwk?) = ; g kwk
2mkomk2k w k 8m5k2kOmk2 2

Par suite, sur ce niveau d'énergie, le champ de vecteurs de

hamiltonien E 8sie60,0uE $0sje=0, est égal au produit,

kw K2
>

par une fonction, du champ de vecteurs de hamiltonien
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V1. Transformation du hamiltonien. 3. Le ot transform é.

Cette fonction a pour expression

8 7
§m5k2( y  Sie8o.
4
3 g sie=0.
8m>k2kOmk?2

On retrouve ainsi le parametre de Levi-Civita car cette fonction
est égale a

8 4

3 ie60
mikkrk °'°°%

3 i -

" am3kk r K A

Rappelons que le parametre de Levi-Civita est l'intégrale, le
long d'une trajectoire, de dt=k r k.
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VIl. Régularisation. 1. Pourquoi pas toutes les géodésiques ?

Jusqua présent nons n'‘avons consideré que les mouvements
avec moment cinetique non nul. Nous avons fait correspondre
aux mouvements reduits correpondants des geodésiques
orientéees

d'une sphere de dimension 3 lorsque e < 0,
d'un espace hyperboligue de dimension 3 lorsque e > 0,
d'un espace euclidien de dimension 3 lorsque e =0.
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VIl. Régularisation. 1. Pourquoi pas toutes les géodésiques ?

Jusqua présent nons n'‘avons consideré que les mouvements
avec moment cinetique non nul. Nous avons fait correspondre
aux mouvements reduits correpondants des geodésiques
orientéees

d'une sphere de dimension 3 lorsque e < 0,
d'un espace hyperboligue de dimension 3 lorsque e > 0,
d'un espace euclidien de dimension 3 lorsque e =0.

La correspondance ainsi construite est injective, mais pas
surjective : les géodeésiques passant par un point particulier
(pOle de la projection steréographique, ou stéreographique
geneéralisee, lorsque e < 0 ou e > 0, les droites passant par O
lorsque e = 0) ne correspondent a aucun mouvement réduit de
moment cinétique non nul.
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I
VII. Regularisation. 2. Les mouvements a moment cinétique nul

Lors d'un mouvement a moment cinétique nul, le point matériel
P se deplace sur une droite passant par le point O.
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VIl. Regularisation. 2. Les mouvements a moment cinétique nul

Lors d'un mouvement a moment cinétique nul, le point matériel
P se deplace sur une droite passant par le point O.

Si e < 0, le mouvement commence, pour une valeur nie du
temps, l'instant ou le point materiel P est ejecte par le centre
attractif O, a une vitesse in nie. Immediatement apres I'éjection
la vitesse devient nie, et décroit tant que la distance OP croit.
Lorsque cette distance atteint son maximum, la vitesse s'annule
puis change de sens. Le point matériel P se rapproche, de plus
en plus vite, du centre attractif O. Le mouvement s'acheve au
bout d'un temps ni, lorsque P entre en collision, a une vitesse
In nie, avec O.
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I
VII. Regularisation. 2. Les mouvements a moment cinétique nul

Sie O0Iil existe deux sortes de mouvements a moment
cinétique nul :
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I
VII. Regularisation. 2. Les mouvements a moment cinétique nul

Sie O0il existe deux sortes de mouvements a moment
cinétique nul :

ceux qui commencent pour une valeur nie du temps,
I'instant ou le centre attractif O éjecte le point materiel P, a une
vitesse in nie. Le point matériel P s'éloigne de O de maniere
monotone, de moins en moins vite et son mouvement se
poursuit jusqu'a ce que le temps et la distance OP tendent, tous
deux, vers I'in ni. La vitesse de P tend vers 0sie=0 et vers
une valeur nie si e > 0.
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VIl. Regularisation. 2. Les mouvements a moment cinétique nul

Sie O0il existe deux sortes de mouvements a moment
cinétique nul :

ceux qui commencent pour une valeur nie du temps,
I'instant ou le centre attractif O éjecte le point materiel P, a une
vitesse in nie. Le point matériel P s'éloigne de O de maniere
monotone, de moins en moins vite et son mouvement se
poursuit jusqu'a ce que le temps et la distance OP tendent, tous
deux, vers I'in ni. La vitesse de P tend vers 0sie=0 et vers
une valeur nie si e > 0.

ceux, déduits des précedents par changementdet en t,
dé nis sur un intervalle de temps non borné a gauche et qui
s'achevent, pour une valeur nie de t, par la collision de P avec
le centre attractif.
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VIl. Regularisation. 3. Identi cation.

Les mouvements a moment cinetique nul doivent étre
considérés comme des limites de suites de mouvements de
méme energie, de moment cinétique de plus en plus petit et
tendant vers 0. Deux mouvements a moment cinétique nul, de
méme énergie, dans lesquels le point matériel P se deplace sur
a méme demi-droite passant par O, l'instant ou l'un se termine
par la collision de P avec O etant le méme que l'instant ou
‘autre commence par I'éjection de P par O, apparaissent alors
comme deux parties d'un méme mouvement.
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VIl. Regularisation. 3. Identi cation.

Les mouvements a moment cinetique nul doivent étre
considérés comme des limites de suites de mouvements de
méme energie, de moment cinétique de plus en plus petit et
tendant vers 0. Deux mouvements a moment cinétique nul, de
méme énergie, dans lesquels le point matériel P se deplace sur
a méme demi-droite passant par O, l'instant ou l'un se termine
par la collision de P avec O etant le méme que l'instant ou
‘autre commence par I'éjection de P par O, apparaissent alors
comme deux parties d'un méme mouvement.

Avec cette convention, les mouvements a moment cinétique nul
deviennent deé nis pour toute valeur du temps. Si e < 0 ils sont
periodigues, le point matériel P rebondissant une in nité de fois
sur le centre attractif. Sie 0ils sont non périodigues, le point
matériel P venant de I'in ni, rebondissant une seule fois sur le
centre attractif, et s'éloignant ensuite jusqu'a I'in ni.
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VIl. Regularisation. 4. Le résultat

Avec cette convention, la correspondance entre mouvements
reduits d'énergie e xée et géodesiques orientées d'un espace
a courbure constante de dimension 3 (une sphere sie < 0, un
espace euclidien si e= 0 et un espace hyperbolique si e > 0)
devient bijective. Mais la description d'un mouvement
comportant une collision avec le centre attractif, en fonction du
temps, n'est plus différentiable.
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VIl. Regularisation. 4. Le résultat

Avec cette convention, la correspondance entre mouvements
reduits d'énergie e xée et géodesiques orientées d'un espace
a courbure constante de dimension 3 (une sphere sie < 0, un
espace euclidien si e= 0 et un espace hyperbolique si e > 0)
devient bijective. Mais la description d'un mouvement
comportant une collision avec le centre attractif, en fonction du
temps, n'est plus différentiable.

On peut récuperer la differentiabilité en utilisant pour la
description d'un mouvement non plus le temps, mais le
parametre de Levi-Civita. Si on utilise la correspondance entre
mouvements réduits d'énergie xée du probleme de Kepler et
geodésiques d'un espace a courbure constante, cela revient a
paramétrer celles-ci par la longueur d'arc.
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VIIl. Symeétries. 1. Les symétries du probleme régularisé

Le groupe de symetries naturel du probleme de Kepler est le
groupe SO(3) des rotations de I'espace euclidien E, de
dimension 3, autour du centre attractif O.

Université de Constantine, Algérie, le 15 mars 2010 Les géométries non euclidiennes et les symeétries cachées du probleme de Kepler —p. 69/80



VIIl. Symeétries. 1. Les symétries du probleme régularisé

Le groupe de symetries naturel du probleme de Kepler est le
groupe SO(3) des rotations de I'espace euclidien E, de
dimension 3, autour du centre attractif O.

En permettant d'identi er les mouvements réduits aux
geodésiques d'un espace a courbure constante, la
regularisation met en évidence des symétries supplémentaires.
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VIIl. Symeétries. 1. Les symétries du probleme régularisé

Le groupe de symetries naturel du probleme de Kepler est le
groupe SO(3) des rotations de I'espace euclidien E, de
dimension 3, autour du centre attractif O.

En permettant d'identi er les mouvements réduits aux
geodésiques d'un espace a courbure constante, la
regularisation met en évidence des symétries supplémentaires.

Le groupe des symetries de |'espace des mouvements réduit
d'énergie e, de dimension 6, est :

pour e < 0, le groupe SO(4) des rotations de |'espace
euclidien de dimension 4,

pour e = 0, le groupe des déplacements de l'espace
euclidien E de dimension 3,

pour e > 0, le groupe de Lorentz SO(3; 1) des isometries
conservant l'origine et les orientations de I'espace de
Minkowski de dimension 4. |
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VIIl. Symetries. 2. Le vecteur excentricité

Ces symetries additionnelles expliquent la constance, au cours
du mouvement, du vecteur excentricite, improprement appelé
vecteur de Laplace ou vecteur de Runge-Lenz car il a été
decouvert (bien avant l'invention du calcul vectoriel) par Jakob
Hermann (1678-1753). Ce vecteur sans dimension, de module
égal a I'excentricité " de l'orbite, parallele a son grand axe et
dirigé de O vers le périhélie, a pour expression

I
| 't 'p L k p k2 1 ' phr
r

- = — + — r
m2k

r mZ2k mZ2k P
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VIIl. Symetries. 2. Le vecteur excentricité

Ces symetries additionnelles expliquent la constance, au cours
du mouvement, du vecteur excentricite, improprement appelé
vecteur de Laplace ou vecteur de Runge-Lenz car il a été
decouvert (bien avant l'invention du calcul vectoriel) par Jakob
Hermann (1678-1753). Ce vecteur sans dimension, de module
égal a I'excentricité " de l'orbite, parallele a son grand axe et
dirigé de O vers le périhélie, a pour expression

I
| 't 'p L kpk2 1, 'pir
r -

iU = — 4+ — r
r m2k mZ2k m-2k

En ultilisant les égquations du mouvement, on veéri e aisement

gue o 0, donc queI " est une intégrale premiere

(vectorielle).
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VIIl. Symeétries. 3. Vecteur excentricité et moment.

Rappel Soit : G M ! M une action & gauche d'un

groupe de Lie G sur une varietée differentiable M . Son
prolongement au bré cotangent est une action hamiltonienne

b G TM! T M dontlemomentJ:T M !G a pour
expression
h();Xi= ;Xu wm()

ou X 2 G, Xy etant le champ de vecteurs fondamental sur M
associeaXxX, 2T M,et » : T M ! M étant la projection
canonigque.

Université de Constantine, Algérie, le 15 mars 2010 Les géométries non euclidiennes et les symeétries cachées du probleme de Kepler —p. 71/80



VIIl. Symeétries. 3. Vecteur excentricité et moment.

J est intégrale premiere de tout champ de vecteurs hamiltonien
sur T M dont le hamiltonien H est invariant par I'action P.
Appliguons ce resultat lorsque l'action  est

I'action de SO(4) sur la sphere Q, de dimension 3, si e < 0,

I'action de SO(3; 1) sur I'hyperboloide Q, de dimension 3, si
e >0,

I'action du groupe des déplacements euclidiens sur I'espace
E, de dimension 3, sie=0.

Dans les trois cas le hamiltonien H a la méme expression :

~ l<vk2.

H |
2

c'est le hamiltonien classique d'une particule de déeplacant
librement sur Q, ou sur E, il est bien invariant par I'action D.
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VIIl. Symeétries. 3. Vecteur excentricité et moment.

Dans les trois cas le groupe G, de dimension 6, contient comme
sous-groupe SO(3), de dimension 3. La partie correspondante
du moment J donne, en revenant au probleme de Kepler, une

iIntégrale premiére bien connue : le moment cinétique L .

Mais il y a d'autres sous-groupes a un parametre Intéressants,
en correspondance bijective avec les vecteurs v de I'espace
euclidien E :

dans le cas ou e < 0 |la rotation (usuelle si e < 0,
| hyperbolique si e > 0) du plan contenant O parallele qveta
" ep, et laissant xe l'orthogonal de ce plan;

N . |
dans le cas ou e= 0, la translation de E selon le vecteur v .

La partie correspondante du moment J, notée J° est une
fonction qui prend ses valeurs dans l'espace des vecteurs de E.
Son évaluation sur un vecteur VvV, consideré comme un élément
de l'algebre de Lie de G, est le produit scalaire avec v .
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VIIl. Symeétries. 3. Vecteur excentricité et moment.

Le calcul donne

( |
JO(O h; W3,Wh)— (|‘|]W3 WhIO) si e60,

JO(Om w) = w si e=0.

|
Revenons au probleme de Kepler en exprimant O ; h; w3, Wh

(dans le cas oue60), ou Om w (dans le casoue=0) en
fonction de r et p. On trouve

gkpk2 %'r 't

p S e60,
J0=

2
I
> am
'kpk%r br.p!p si e=0.
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VIIl. Symeétries. 3. Vecteur excentricité et moment.

kpk?  mk
En tenant compte de e = Ty et,sie6 0, de

2= 2me, on verl e aisément que J%est proportionnel au
vecteur excentricité " .
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IX. Projection steréographique et projection cylindrique.

On a pu associer a I'nodographe d'un mouvement d'énergie
non nulle un grand cercle, ou une grande hyperbole, d'une
guadrique d'un espace de dimension 4, construit en ajoutant
une dimension a l'espace physique E.

Gyorgyi [6] a montré que la projection cylindrique de ce grand
cercle, ou de cette grande hyperbole, sur I'espace E (identi € a
'hyperplan d'équation h = 0) est une conique (ellipse ou
nyperbole) de méme excentricite que l'orbite. Cette projection a
e point O pour centre, alors que l'orbite I'admet pour foyer.

La formule

1 m?k
r = 5

|
+'W3

2

. L m ,
explique cette propriété car 2“‘ " est égal au vecteur

d'origine O et d'extrémité le centre de l'orbite. |

Université de Constantine, Algérie, le 15 mars 2010 Les géométries non euclidiennes et les symeétries cachées du probleme de Kepler —p. 76/80



Remerciements

Je remercie le Centre culturel francais de Constantine, les
Universités de Constantine et de Guelma qui m'ont invité a
présenter cet expose, et m'ont donné la possibilité de revoir les
lieux ou j'ai passé mon enfance et mon adolescence. Je

remercie |'association Egide qui a pris en charge mon voyage et
m'a aidé a obtenir un visa.

Université de Constantine, Algérie, le 15 mars 2010 Les géométries non euclidiennes et les symeétries cachées du probleme de Kepler —p. 77/80



Remerciements

Je remercie le Centre culturel francais de Constantine, les
Universités de Constantine et de Guelma qui m'ont invité a
présenter cet expose, et m'ont donné la possibilité de revoir les
lieux ou j'ai passé mon enfance et mon adolescence. Je

remercie I'association Egide qui a pris en charge mon voyage et
m'a aidé a obtenir un visa.

Je remercie Monsieur Claude Vallée, qui m'a donné 'occasion
de présenter une premiere version de ce travail a la reunion du
CITV d'Aix en Provence en aolt 2009. Je remercie également
Alain Albouy, Alain Guichardet et Jacques Féjoz qui m'ont fait
part de leurs observations lors des rencontres, a I'Observatoire
de Paris, du groupe de travail sur les symétries cachées du
probleme de Kepler.

Université de Constantine, Algérie, le 15 mars 2010 Les géométries non euclidiennes et les symeétries cachées du probleme de Kepler —p. 77/80



Remerciements

Je remercie le Centre culturel francais de Constantine, les
Universités de Constantine et de Guelma qui m'ont invité a
présenter cet expose, et m'ont donné la possibilité de revoir les
lieux ou j'ai passé mon enfance et mon adolescence. Je

remercie I'association Egide qui a pris en charge mon voyage et
m'a aidé a obtenir un visa.

Je remercie Monsieur Claude Vallée, qui m'a donné 'occasion
de présenter une premiere version de ce travail a la reunion du
CITV d'Aix en Provence en aolt 2009. Je remercie également
Alain Albouy, Alain Guichardet et Jacques Féjoz qui m'ont fait
part de leurs observations lors des rencontres, a I'Observatoire
de Paris, du groupe de travail sur les symétries cachées du
probleme de Kepler.

Merci en n a toutes les personnes qui m'ont fait I'hnonneur de
venir m'ecouter.

Université de Constantine, Algérie, le 15 mars 2010 Les géométries non euclidiennes et les symeétries cachées du probleme de Kepler —p. 77/80



Bibliographie (1)

1. D. V. Anosov, A note on the Kepler problem, Journal of
Dynamical and Control Systems, Vol. 8, No. 3, July 2002,
413-442.

2. V. Arnold, Les méthodes mathématiques de la mécanique

classique. Editions Mir, Moscou, 1974, traduction francaise
1976.

3. H. Bacry, H. Ruegg et J.-M. Souriau, Dynamical groups and
spherical potentials in classical mechanics, Commun. math.
phys. 3 (1966), 323—-333.

4. E. A. Belbruno, Two body motion under the inverse central
force and equivalent geodesic ow , Celest. Mech. 15 (1977),
467-476.

5. E. A. Belbruno, Regularizations and geodesic ow, , In
Classical mechanics and Dynamical Systems, (R. L. Devaney
and Z. H. Nitecki, editors) Dekker, 1981, 1-11.

L 6. B. Cordani, The Kepler problem, Birkhauser, Basel, 2003. |

Université de Constantine, Algérie, le 15 mars 2010 Les géométries non euclidiennes et les symeétries cachées du probleme de Kepler —p. 78/80



Bibliographie (2)

7. V. A. Fock, Zs. Phys. 98, 145 (1935).

8. V. Guillemin and S. Sternberg, Variations on a theme by
Kepler, American mathematical society colloguium publications
42, 1990.

9. G. Gyorgyi, Kepler's equation, Fock variables, Bacry's
generators and Dirac brackets, parts | and Il, Il nuovo cimento
vol. LIl A, no. 3, Febbraio 1968, 717—-736 and vol. LXII A, n. 2,
Luglio 1969, 449-474.

10. W.R. Hamilton, The hodograph or a new method of
expressing in symbolic language the Newtonian law of
attraction, Proc. Roy. Irish Acad., 3 (1846) 344—-353. In Sir
William Rowan Hamilton mathematical Works, vol. Il, 287-294,
Cambridge University Press, 1940.

11. J.E. Marsden and A. Weinstein, Reduction of symplectic
manifolds with symmetry, Reports on Mathematical Physics 5
(1974), 121-130.

Université de Constantine, Algérie, le 15 mars 2010 Les géométries non euclidiennes et les symeétries cachées du probleme de Kepler —p. 79/80



Bibliographie (3)

12. J. Milnor, On the Geometry of the Kepler problem, Amer.
Math. Monthly 90 (1983), 353—-365.

13. J. Moser, Regularization of Kepler's problem and the
averaging method on a manifold, Commun. pure appl. math. 23
(1970), 609—-636.

14. Yu. S. Osipov, geometrical interpretation of Kepler's
problem, Uspekhi Mat. Nauk, 27, 2 (1972), P. 161.

15. Yu. S. Osipov, The kepler problem and geodesic ows In
spaces of constant curvature, Celest. mech. 16 (1977), 191-208.
16. J.-M. Souriau, Structure des systemes dynamiques, Dunod,
Paris 1969.

17. J.-M. Souriau, Geometrie globale du probleme a deux
corps, Modern developments in analytical mechanics.
Accademia della Scienze di Torino, 1983, P. 369-418.
Supplemento al vol. 117, Atti della Accademia della Scienze di
Torino.

Université de Constantine, Algérie, le 15 mars 2010 Les géométries non euclidiennes et les symeétries cachées du probleme de Kepler —p. 80/80



	hypertarget {sommaire}{large Sommaire}
	hypertarget {sommaire2}{large Sommaire (2)}
	hypertarget {sommaire3}{large Sommaire (3)}
	hypertarget {sommaire4}{large Sommaire (4)}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 1. Historique}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 1. Historique}

	hyperlink {sommaire}{{I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 1. Historique (2)}
	hyperlink {sommaire}{{I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 1. Historique (2)}
	hyperlink {sommaire}{{I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 1. Historique (2)}

	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 1. Historique (3)}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 1. Historique (3)}

	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 2. Mise en Ã©quations}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 2. Mise en Ã©quations}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 2. Mise en Ã©quations}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 2. Mise en Ã©quations}

	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 3. Moment cinÃ©tique}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 3. Moment cinÃ©tique}

	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 3. Moment cinÃ©tique (2)}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 3. Moment cinÃ©tique (2)}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 3. Moment cinÃ©tique (2)}

	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 3. Moment cinÃ©tique (3)}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 4. Loi des aires}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 4. Loi des aires}

	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 5. Hodographe}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 5. Hodographe}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 5. Hodographe}

	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 5. Hodographe (2)}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 5. Hodographe (2)}

	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 6. 'Equation polaire de l'orbite}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 6. 'Equation polaire de l'orbite}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 6. 'Equation polaire de l'orbite}

	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 6. 'Equation polaire de l'orbite (2)}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 6. 'Equation polaire de l'orbite (2)}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 6. 'Equation polaire de l'orbite (2)}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 6. 'Equation polaire de l'orbite (2)}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 6. 'Equation polaire de l'orbite (2)}

	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 7. L'Ã©nergie}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 7. L'Ã©nergie}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 7. L'Ã©nergie}

	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 7. L'Ã©nergie (2)}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 7. L'Ã©nergie (2)}

	hyperlink {sommaire}{Rappel: puissance d'un point par rapport Ã€ un cercle}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 8. Hodographe et Ã©nergie}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 8. Hodographe et Ã©nergie}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 8. Hodographe et Ã©nergie}

	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 9. Hodographe pour $E>0$}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 9. Hodographe pour $E>0$}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 9. Hodographe pour $E>0$}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 9. Hodographe pour $E>0$}

	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 9. Hodographe pour $E>0$ (suite)}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 9. Hodographe pour $E>0$ (suite)}

	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 9. Hodographe pour $E>0$ (suite)}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 9. Hodographe pour $E>0$ (suite)}

	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 10. Orbite et hodographe, $varepsilon =0$}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 11. Orbite et hodographe, $varepsilon =1/2$}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 12. Orbite et hodographe, $varepsilon =1$}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 13. Orbite et hodographe, $varepsilon =2$}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 14. La troisiÃ¨me loi de Kepler}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 14. La troisiÃ¨me loi de Kepler}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 14. La troisiÃ¨me loi de Kepler}

	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 14. La troisiÃ¨me loi de Kepler (suite)}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 14. La troisiÃ¨me loi de Kepler (suite)}
	hyperlink {sommaire}{{large I. Le problÃ¨me de Kepler.}quad 14. La troisiÃ¨me loi de Kepler (suite)}

	hyperlink {sommaire2}{{large II. Flot et variÃ©tÃ© des mouvements.}quad 1. Rappel.}
	hyperlink {sommaire2}{{large II. Flot et variÃ©tÃ© des mouvements.}quad 1. Rappel.}

	hyperlink {sommaire2}{{large II. Flot et variÃ©tÃ© des mouvements.}quad 1. Rappel (suite)}
	hyperlink {sommaire2}{{large II. Flot et variÃ©tÃ© des mouvements.}quad 1. Rappel (suite)}
	hyperlink {sommaire2}{{large II. Flot et variÃ©tÃ© des mouvements.}quad 1. Rappel (suite)}

	hyperlink {sommaire2}{{large II.Flot et variÃ©tÃ© des mouvements.}quad 1. Rappel (suite)}
	hyperlink {sommaire2}{{large II.Flot et variÃ©tÃ© des mouvements.}quad 1. Rappel (suite)}

	hyperlink {sommaire2}{{large II. Flot et variÃ©tÃ© des mouvements.}quad 2. Cas symplectique}
	hyperlink {sommaire2}{{large II. Flot et variÃ©tÃ© des mouvements.}quad 2. Cas symplectique}

	hyperlink {sommaire2}{{large III. Mouvements du problÃ¨me de Kepler.}quad 1. GÃ©nÃ©ralitÃ©s}
	hyperlink {sommaire2}{{large III. Mouvements du problÃ¨me de Kepler.}quad 1. GÃ©nÃ©ralitÃ©s}

	hyperlink {sommaire2}{{large III. Mouvements du problÃ¨me de Kepler.}quad 1. GÃ©nÃ©ralitÃ©s}
	hyperlink {sommaire2}{{large III. Mouvements du problÃ¨me de Kepler.}quad 1. GÃ©nÃ©ralitÃ©s}
	hyperlink {sommaire2}{{large III. Mouvements du problÃ¨me de Kepler.}quad 1. GÃ©nÃ©ralitÃ©s}

	hyperlink {sommaire2}{{large III. Mouvements du problÃ¨me de Kepler.}quad 2. RÃ©duction}
	hyperlink {sommaire2}{{large III. Mouvements du problÃ¨me de Kepler.}quad 2. RÃ©duction}
	hyperlink {sommaire2}{{large III. Mouvements du problÃ¨me de Kepler.}quad 2. RÃ©duction}

	hyperlink {sommaire2}{{large III. Mouvements du problÃ¨me de Kepler.}quad 3. $E=e$ fixÃ©}
	hyperlink {sommaire2}{{large III. Mouvements du problÃ¨me de Kepler.}quad 3. $E=e$ fixÃ©}
	hyperlink {sommaire2}{{large III. Mouvements du problÃ¨me de Kepler.}quad 3. $E=e$ fixÃ©}
	hyperlink {sommaire2}{{large III. Mouvements du problÃ¨me de Kepler.}quad 3. $E=e$ fixÃ©}

	hyperlink {sommaire2}{{large III. Mouvements du problÃ¨me de Kepler.}quad 3. $E=e$ fixÃ©}
	hyperlink {sommaire2}{{large III. Mouvements du problÃ¨me de Kepler.}quad 3. $E=e$ fixÃ©}
	hyperlink {sommaire2}{{large III. Mouvements du problÃ¨me de Kepler.}quad 3. $E=e$ fixÃ©}
	hyperlink {sommaire2}{{large III. Mouvements du problÃ¨me de Kepler.}quad 3. $E=e$ fixÃ©}

	hyperlink {sommaire2}{{large IV. Mouvements rÃ©duits et gÃ©odÃ©siques.}quad 1. Cas $e
eq 0$}
	hyperlink {sommaire2}{{large IV. Mouvements rÃ©duits et gÃ©odÃ©siques.}quad 1. Cas $e
eq 0$}

	hyperlink {sommaire2}{{large IV. Mouvements rÃ©duits et gÃ©odÃ©siques.}quad 1. Cas $e
eq 0$}
	hyperlink {sommaire2}{{large IV. Mouvements rÃ©duits et gÃ©odÃ©siques.}quad 1. Cas $e
eq 0$}

	hyperlink {sommaire2}{{large IV. Mouvements rÃ©duits et gÃ©odÃ©siques.}quad 1. Cas $e
eq 0$}
	hyperlink {sommaire2}{{large IV. Mouvements rÃ©duits et gÃ©odÃ©siques.}quad 1. Cas $e
eq 0$}
	hyperlink {sommaire2}{{large IV. Mouvements rÃ©duits et gÃ©odÃ©siques.}quad 1. Cas $e
eq 0$}

	hyperlink {sommaire2}{{large IV. Mouvements rÃ©duits et gÃ©odÃ©siques.}quad 1. Cas $e
eq 0$}
	hyperlink {sommaire2}{{large IV. Mouvements rÃ©duits et gÃ©odÃ©siques.}quad 1. Cas $e
eq 0$}
	hyperlink {sommaire2}{{large IV. Mouvements rÃ©duits et gÃ©odÃ©siques.}quad 1. Cas $e
eq 0$}

	hyperlink {sommaire2}{{large IV. Mouvements rÃ©duits et gÃ©odÃ©siques.}quad 1. Cas $e
eq 0$}
	hyperlink {sommaire2}{{large IV. Mouvements rÃ©duits et gÃ©odÃ©siques.}quad 1. Cas $e
eq 0$}
	hyperlink {sommaire2}{{large IV. Mouvements rÃ©duits et gÃ©odÃ©siques.}quad 1. Cas $e
eq 0$}

	hyperlink {sommaire2}{{large IV. Mouvements rÃ©duits et gÃ©odÃ©siques.}quad 1. Cas $e
eq 0$}
	hyperlink {sommaire2}{{large IV. Mouvements rÃ©duits et gÃ©odÃ©siques.}quad 1. Cas $e
eq 0$}
	hyperlink {sommaire2}{{large IV. Mouvements rÃ©duits et gÃ©odÃ©siques.}quad 1. Cas $e
eq 0$}

	hyperlink {sommaire2}{{large IV. Mouvements rÃ©duits et gÃ©odÃ©siques.}quad 1. Cas $e
eq 0$}
	hyperlink {sommaire2}{{large IV. Mouvements rÃ©duits et gÃ©odÃ©siques.}quad 1. Cas $e
eq 0$}
	hyperlink {sommaire2}{{large IV. Mouvements rÃ©duits et gÃ©odÃ©siques.}quad 1. Cas $e
eq 0$}

	hyperlink {sommaire2}{{large IV. Mouvements rÃ©duits et gÃ©odÃ©siques.}quad 1. Cas $e
eq 0$}
	hyperlink {sommaire2}{{large IV. Mouvements rÃ©duits et gÃ©odÃ©siques.}quad 1. Cas $e
eq 0$}
	hyperlink {sommaire2}{{large IV. Mouvements rÃ©duits et gÃ©odÃ©siques.}quad 1. Cas $e
eq 0$}


