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Pour Agathe, Florent, Basile, Mathis, Gabrielle et mes autes petits-enfants a venir

PROLOGUE

Imaginons qu’un jour un de mes petits enfants, vers I'dgesdaull6 ans, me dise :

— Grand-pére, peux-tu m’expliquer ce qu’est la théorie delativité ? Notre professeur de physique nous en a
un peu parlé, en nous racontant des histoires de trainsaani®qui frappent la voie, de contraction des longueurs et
de dilatation des temps, et je n'ai pas compris grand chose!

Voici le dialogue que j'aimerais avoir avec elle (ou lui).
— Connais-tu ce théoréme de géométrie : les diagonales drali@logramme se coupent en leur milieu ?

— Oui, grand-pére! je sais méme que la réciproque est vrales diagonales d’un quadrilatére plan se coupent
en leur milieu, ce quadrilatére est un parallélogrammee Etgis méme que j'en connais une démonstration!

— Bravo! tu sais tout ce qu'il faut pour comprendre I'idée desé de la relativité restreinte! Tu en sais méme
plus qu’il n’en faut, car nous n’aurons pas besoin de la régpe. Cependant, nous allons d’abord devoir réfléchir
aux notions de Temps et d’Espace.

— Justement, ces notions me semblent trés intuitives, enckmt difficiles a comprendre en profondeur!

— Tun’es pas le seul a avoir ce sentiment. Le Temps et I'Espacedes notions bien mystérieuses. Ensemble,
le Temps et 'Espace forment le cadre dans lequel tous lesgohénes physiques se déroulent, dans lequel tous les
objets matériels se situent et évoluent, y compris nos cbigass n’en connaissons pas la nature profonde. Aussi nous
devons adopter une attitude d’esprit modeste et évolusiaas prétendre percer tous les mystéres de I'Espace et du
Temps, cherchons & en comprendre certaines propriétésagtoes de les utiliser pour la description, voire méme la
prévision, des phénomeénes physiques. Soyons préts arrédiée que nous nous faisons du Temps et de I'Espace si,
a un certain moment, cette idée n’est plus en accord avepdience.

— Mais, grand-pere, si nous ne savons pas ce que sont le Teripspace, comment pouvons-nous espérer en
comprendre certaines propriétés et les utiliser ?

— En nous faisant une image mentale du Temps et de 'Espaer,rafsonnant sur cette image mentale. Hélas,
nous, pauvres humains, ne pouvons faire mieux : nous ne pswaxéder a la connaissance du monde qui nous
entoure qu’'a travers nos sens (prolongés par les instrsnibfiiude et de mesure que nous avons créés) et notre
pensée, donc en raisonnant sur les images mentales queawa@isons des objets de ce monde!
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Je vais maintenant t'indiquer comment les images mentaledes savants se sont faites du Temps et de I'Espace
ont évolué au cours des siecles, principalement de Newtomsheih.

LE TEMPS ET LESPACE SELON NEWTON ET LEIBNIZ

Le Temps de Newton

Le grand savant Isaac Newton (1642-1727) se faisait du Tdlinp@ge mentale suivante : une droit&, se
prolongeant a I'infini dans les deux sens, donc sans commerdeai fin, et sans origine privilégiée. Chaque instant
particulier, par exemple “maintenant”, ou encore “dansstjours au moment du lever du Soleil & Paris”, correspond
a un élément de cette droite.

Note bien que Newton admettait sans discussion qu'a chaggmeéent ayant lieu dans I'univers, on pouvait
associer un instant, c’est-a-dire un élément de la dr@itéinstant ou cet événement se produit.

— Mais ou donc se trouve cette droite du Tenip® Est-elle tracée dans un plan, dans I'espace ?

— Nulle part! Il ne faut pas penser a la droite du Temps commest quelque part dans quelque chose de
dimension plus grande. Newton concevait le Temps comme nite ébstraite, parce que les instants successifs sont
ordonnés de maniére linéaire, comme les points d’une digiteiblie pas que la droite du Temp8 est une image
mentale, non le Temps lui-méme ! Cependant, cette imageateaniest pas une simple idée vague : elle est dotée de
propriétés bien précises, de nature mathématique : ceiite ést munie d’unstructure affineet d’'uneorientation

— Qu’appelles-tu structure affine ? et a quoi cela sert-il ?

— Celaserta comparer entre eux deux intervalles de temes faire le rapport. Newton admettait qu’on pouvait
comparer entre eux deux intervalles de temps, méme s'ilgusaent a des siecles ou des millénaires I'un de I'autre,
et en faire le rapport, par exemple pour dire que I'un est deisxplus long que l'autre. C'est cette propriété qu'en
langage mathématique moderne, on exprime en disant queita &t représentant le Temps est munie d’sirecture
affine

Pour le mathématicien, cette propriété signifie qu’on peirefsubir & la droite7 une transformation (appelée
translation) consistant a la faire glisser le long d’elle-méme, sansl&et ni la comprimer, sans que cela change en
guoi que ce soit ses propriétés.

Pour le physicien, elle signifie que les lois qui régissens tes phénomenes d’évolution restent les mémes a toutes
les époques.

Autre propriété importante du Temps : il s’écoule toujouasisile méme sens. Afin de prendre en compte cette
propriété, ororientela droite.7 qui représente le Temps, c’est-a-dire qu’on considére optistincts, non équiva-
lents, les deux sens de parcours sur cette droite. On peaicila par exemple en privilégiant un de ces deux sens de
parcours, celui qui va du passé vers le futur. On dit alorda@deoite affine7 estorientée

L'Espace absolu de Newton

— Draccord, je veux bien accepter cette image mentale du $ehign qu’elle ne rende pas compte de sa propriété
essentielle : il s’écoule sans que nous puissions rien paive I'en empécher! Et I'Espace ?

— Newton assimilait 'Espace a I'espace euclidien de dinen8 des géomeétres, que je notetai C'est
aux figures de cet espace que s’appliquent le théoréme désThalthéoréme affirmant que les diagonales d’'un
parallélogramme se coupent en leur milieu, le théoréme treaBygre, ..

Le mouvement selon Newton et le concept d’Espace-Temps

Newton décrivait ainsi le mouvement des objets matériaetsohjetA du monde physique occupe, a chaque instant
durant son existence, c'est-a-dire pour chaque élémeetla droite du Temps” pour lequel I'objetA existe, une
positionA; dans I'Espacé’. Lorsquet varie, les positions successivigsdeA constituent la description du mouvement
de cet objet.
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J'introduis tout de suite un concept nouveau, celui d’EspBamps, di au mathématicien allemand Hermann
Minkowski (1864-1909). Ce concept n'a été employé par lesdviiciens qu’apres la découverte de la Relativité
restreinte, ce qui est tres regrettable, car son emplditeagrandement la compréhension des bases de la Mécanique,

tant classique que relativiste. C'est pourquoi je I'uélldes maintenant, dans le cadre de I'Espace et du Temps sbsolu
de Newton, bien que Newton lui-méme ne l'ait pas utilisé.

Avec les conceptions de Newton, I'Espace-Temps, c’est Isim@nt I'ensemble produif® x .7, formé par les
couples (appelésvénemenjgx,t) d'un pointx de& et d'un instant de .7 .

— A quoi donc peut bien servir cet Espace-Temps ?

— A décrire commodément les mouvements. Par exemple, le emoent d’'un point matéried (objet de dimen-
sions assez petites pour étre assimilé a un point) qui, auehiagtant, occupe dans I'Espace la positién est décrit
par une ligne de 'Espace-Temps, appéigee d’Universdu point matériel, formée par tous les événeme(g,t),
lorsquet parcourt I'intervalle de temps pendant lequel le point meké existe.

Regarde la figure 1, ou pour simplifier 'Espace est représemmme une droite, comme s'il était de dimension 1.
Tuy verras les lignes d’univers de trois points matérelsetc.

o _ , Tol= {0} x 7
g <— Ligne d’univers dea
£ L'Espace-Temps de Newtafi x 7 Ligne d’univers de:
'q_) Ligne d’univers dd —» &= & x {t}
ST At (bl (et
! L'Espace& ! !
a bk G

Fic. 1. Lignes d'univers dans I'Espace-Temps de Newton.
— Laligne d'univers dév est paralléle a I'axe des Temp5 : ce point matériel est au repos, il occupe une position
fixe dans I'Espace abso#i.

— Laligne d'univers de est une droite oblique ; da@ ce point parcourt une ligne droite a vitesse constante.
— Laligne d'univers de est une courbe, non une droite ; cela signifie que la vitessevdde au cours du temps.

Repos absolu et mouvement

Pour Newton, les notions deposet demouvemenavaient donc un caractére absolu : I'objettait au repos si sa

positionA; dans I'Espac&’ ne variait pas lorsque l'instant considéréariait sur la droite du Temps ; il était en
mouvement si, au contraird; variait aved.

— Cela semble bien naturel. Pourquoi remettre en causeds=teiption du mouvement?

— Parce que rien n’est fixe dans I'Univers! La Terre tournedlg-méme et autour du Soleil, qui lui-méme
tourne autour du centre de notre Galaxie! Etil y a, dans Vérs, des milliards de Galaxies, toutes en mouvement les
unes par rapport aux autres! C’est pourquoi les conceptieddewton ont été tres tét critiquées, notamment par son
contemporain, le grand mathématicien et philosophe Gadtivilhelm Leibniz (1647-1716).

Référentiels

— Mais comment donc faisait Newton pour étudier le mouvendestplanétes sans savoir ce qui est fixe ?

— Pour étudier le mouvement d’'un corps matéAelque ce soit une pomme qui tombe d'un arbre, la planéte
Mars ou la Terre), Newton, et aprés lui la plupart des mégamsgusqu’a aujourd’hui,ont pris I’habitude d'utilisenu
référentiel Cela consiste a choisir un corBgjui reste a peu prés indéformable au cours du temps (noussdjtee ce
corps estigide), au moins pendant la durée du mouvement a étudier, et &cfainene si ce corps était fixe. On peut
alors étudier le mouvemertlatif de A par rapport &R considéré comme fixe.

Selon les conceptions de Newton, si nous savions ce qui estidins I'Univers, nous pourrions choisir pdriun
corps immobile ; le référentiel correspondant est appifkrentiel fixe
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Le corps rigideR utilisé pour déterminer le référentiel choisi peut étre,@p@mple,
— la Terre (si I'on étudie le mouvement d’une pomme qui tombe drbre),

— ou le triedre formé par les droites joignant le centre deiBaltrois étoiles lointaines (si I'on étudie le mouvement
d’une planéte du systéme solaire).

Référentiels galiléens et Espace-Temps de Leibniz

Tous les référentiels ne sont pas équivalents : on apgidéeentiel galiléert, ouréférentiel inertielun référentiel
dans lequel Iprincipe de I'inertieest satisfait.

Ce principe a d’abord été formulé pour le mouvement absalos diEspace absoléi de Newton ; il affirme que le
mouvement (absolu) de tout point matériel libre est regtii et uniforme. Mais comme Newton lui-méme I'a montré,

ce principe reste applicable au mouvemeetatif d’'un point matériel libre par rapport a certains référdatautres
que le référentiel fixe, legférentiels galiléens

Plus précisément, supposons que le principe de l'inerdipmique aux mouvements relatifs par rapport au réfé-
rentiel associé a un corps rigiéRe. On montre qu'il s’applique aussi au mouvement relatif guport au référentiel

associé a un autre corps rigiBg si et seulement $& mouvement relatif d&, par rapport &; est un mouvement de
translation & vitesse constante.

Le référentiel fixe, s'il existe, apparait comme un réféergaliléen particulier, gu’aucune expérience de Méca-

nigue ne permet de distinguer des autres référentiel€gabl C’est pourquoi certains savants, notamment Leibniz,
ont contesté son existence.

Comme Newton, Leibniz admettait le concept de Temps ab$glmais rejetait celui d’Espace absafu De son
vivant, il n’est pas parvenu a faire accepter ses vues coanefEspace et le mouvement, probablement parce qu’a

son époque personne ne voyait comment donner a celles-dotme mathématique rigoureuse. Maintenant, nous
pouvons le faire. Voici comment.

Nous admettrons qu’a chaque instaat.7, il existe unEspace a I'instant,tnotéé&;, qui a toutes les propriétés de
I'espace euclidien de dimension 3 des géomeétres.

Attention ! nous devons considérer comme disjoints, céedire sans aucun €lément en commun, les Espagces
ét, a deux instants distincts etty, t1 # to.
L'Espace-Temps de Leibniz, que nous noter@ngpour Univers), est la réunion, pour tous les instarts7, des

Espaces a l'instartt &. Ainsi, selon les conceptions de Leibniz, nous avons tasjom Espace-Temps, mais plus
d’Espace absold’!

J'ai représenté, sur la figure 2,
— a gauche I'Espace-Temps de Newtx .7, avec ses deux projectiops: & x T — & etpp: EXx T — T
— a droite 'Espace-Temps de Leibr#z, qui n’est muni que d’'une seule projection naturelle surdenps.7,

encore notég, : % — . Les six lignes horizontales que tu peux voir sur cette figorg les Espacé;, pour
six valeurs différentes dedanss .

Temps absolW”

Temps absolw”

| | N N |
| | N N |
Espace absolu fix€ Plus d’Espace fixe !

Espace-Temps de Newton Espace-Temps de Leibniz

FiG. 2. Espaces-Temps de Newton et de Leibniz.

1 En hommage a Galileo Gallilei, dit Galilée (1564—1642), mirda physique expérimentale moderne.
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— Mais comment les Espaces aux différents instants sogtdspés pour former I'Espace-Temps de Leibniz
%« ? Leur empilement est-il arbitraire ?

— Non, cet empilement n’est pas du tout arbitraire. LUn$vde Leibniz est un espace affine de dimension 4,
fibré sur le Temps7, qui est un espace affine de dimension 1, par une applicdfiop g, :  — 7. Ses fibres, les
Espaceg; = pgl(t) aux divers instantse .7, sont des espaces affines euclidiens de dimension 3. Lastwtfine

de % est déterminée par lerincipe de l'inertiedont nous avons déja parlé. On peut formuler ce principe snas
forme évitant le recours a tout référentiel, en disant :

La ligne d'univers de tout point matériel libre est une deoit

Sous cette forme, le principe de l'inertie est applicabléEagace-Temps de Leibniz/, tout autant qu’a celui de
Newton& x .7. Mieux, il déterminda structure affine dé, car on montre que s'il existe s@r une structure affine
telle la ligne d’univers de tout point matériel libre soitaudroite, cette structure affine est unique. Une loi physique
le principe de I'inertig se trouve ainsi incorporée a la géométrie de 'Espace-$ethp

En employant un référenti®, les mécaniciens pouvaient considérer séparément I'Egfid@ ce référentiel) et le
Temps, et ainsi décomposer I'Espace-Temps de Leibniz . enaghuit de deux facteurs : I'Espaég | ié au référentiel
R, et le Temps absol@ . C’est ce que j'ai essayé de représenter sur la figure 3 : eHame oblique, sur cette figure,
est la ligne d’univers d’un point matériel fixe dans le réfdiel R; elle correspond donc a un point de 'Espagdié
au référentieR. Mais, bien sir, 'Espacér lié au référentieRn’a rien d’absolu : il dépend du choix dudit référentiel !

Temps absolw”

Espacesr lié au référentieR

Fic. 3. Dans I'Espace-Temps de Leibniz, construction de I'Espigca lin référentiel particulier.

L'usage immodéré de référentiels semble bien avoir emph&lécaniciens de voir clairement la distinction
gu’il convient de faire entre les Espaces-Temps de Newtale ¢ieibniz. Avant 1905, bien peu nombreux ont été les
scientifiques conscients du fait qu’en abandonnant le qurtEspace absolu, ils avaient déja radicalement changé le
cadre conceptuel dans lequel sont décrits les mouvements :

— pour Newton, 'Espace-Tem@s x .7 n'était qu'une construction mathématique abstraite, ggasd intérét (il

ne l'utilisait pas), sans relation directe avec la réalité ;sont ses deux composantes, I'Espace ahsaiti le
Temps absolW auxquels une signification physique était attribuée ;

— mais selon les conceptions de Leibniz, formulées comnuessus, 'Espace-Tempg a une signification

physique, le Temps absol# aussi, mais 'Espace absolu n’en a pas puisqu'’il n’exists.pl

LA RELATIVITE

Einstein [1] a été conduit a abandonner 'Espace-Temps dmlizeafin de concilier les théories utilisées dans deux
domaines différents de la Physique : la Mécanique d'une pPalectromagnétisme et I'Optique d’autre part.

Le grand physicien écossais James Clerk Maxwell (1831i8&tbli des équations montrant que les phénomenes
électromagnétiques se propagent dans le vide sous formdeBpa une vitesse finie, indépendante du mouvement de
la source qui les a émis, la méme dans toutes les directicsoimpris que la lumiére était une onde électromagné-
tique. Ses vues ont été confirmées par de nombreux résutasmentaux.

L'éther luminifere, une hypothése vite abandonnée

Dans I'Espace-Temps de Leibniz (comme dans celui de Nevgsnjitesses relatives s’ajoutent. Pour cette raison,
la propriété de se propager a la méme vitesse dans toutesdeBahs ne peut étre vraie dans tous les référentiels.
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Les physiciens ont été conduits a penser que c’était paorappun référentiel bien particulier que la lumiére se
propageait a la méme vitesse dans toutes les directionsntlgnaginé I'existence d’un milieu treés subtil, appelé
éther luminifere imprégnant toute chose, servant de support aux ondeslaghétiques, et ont supposé que c'est
relativement au référentiel dans lequel I'éther est ausepe les ondes électromagnétiques se propagent a la méme
vitesse dans toutes les directions. Cela revenait a adndetiouveau I'existence de I'Espace fixe de Newton, identifié

a I'éther, avec une complication supplémentaire car egestaiipposaient I'éther déformable au cours du Temps, car
partiellement entrainé par les objets en mouvement!

— Mais alors, grand-pére, des mesures précises de la viteskelumiére dans plusieurs directions devraient
permettre de déterminer la vitesse de la Terre par rappttheet !

— Tresjuste! Ces mesures ont été faites de nombreusesdtésnment par Albert Abraham Michelson (1852—
1931) et Edward Williams Morley (1838-1923) entre 1880 é87,8&t n’ont mis en évidence aucune vitesse de la
Terre par rapport a I’hypothétique éther.

Ces résultats sont restés mal expliqués jusqu’en 1905 réndégnombreuses tentatives, dont la plus intéressante
est due a Hendrik Anton Lorentz (1853—-1928) et George FsdfitzGerald (1851-1901). Ces deux physiciens ont
proposé I'hypothése suivante : lorsqu’un objet matérgtie, par exemple une régle ou un banc d’optique, se déplace
par rapport a I'éther, cet objet se contracte dans la dmecte son déplacement.

— C’estdonc cela, la contraction des longueurs dont mongeqgfhysique a parlé!

— Non! Pas du tout! On entretient, a ce sujet, des idées faligsmur Lorentz et FitzGerald, cette contraction
était un phénomeéne réel, affectant vraiment les longueiteus les objets en mouvement par rapport a I'éther. Leur
hypothese a eu le mérite de mettre Einstein sur la bonne waies, elle est maintenant abandonnée, ainsi d’ailleurs
que I'nypothése de I'existence d’'un éther luminifére ! Neasrons bientdt qu’en Relativité restreinte, la contiacti
des longueurs et la dilatation des temps ne sont que deseayoear des effets de perspective! Un peu comme lorsque
tu regardes une régle de 20 centimétres en la tenant a botaslegour une méme distance entre ton oeil et le centre
de la régle, si la ligne droite allant de ton oeil a ce centesnpas perpendiculaire a la régle, tu la verras plus courte
gue si cette ligne droite est perpendiculaire a la régle. &nm a la limite, lorsque la régle es t placée le long de la
ligne droite allant de ton oeil & son centre, elle te semid@ité a un point. En Relativité restreinte, la contraction
apparente des longueurs et la dilatation apparente des t@ntja méme origine que ces variations apparentes de la
longueur d’une regle avec I'angle sous lequel on I'observe.

LEspace-Temps de Minkowski

En 1905, Einstein a, le premi&rcompris que pour expliquer les résultats des expérieredtichelson et Morley,
on devait modifier en profondeur les propriétés attribuéédsspace et au Temps. L'idée nouvelle qu'il a introduite,
tout & fait révolutionnaire en 1905, peut, aujourd’hui, béanassez naturelle, si I'on se dit :

En passant de I'Espace-Temps de Newton a celui de Leibnis, amons reconnu que I'Espace n’est pas absolu,
mais lié au choix d’un référentiel. Pourquoi ne pas gard&space-Temps en lui attribuant de nouvelles propriétés,
en admettant que le Temps, lui non plus, n'est pas absols, dégiend du choix d’un référentiel ?

— Mais si nous n’avons plus de Temps absolu, quelles pr@siEinserve notre Espace-Temps ?

— En 1905, Einstein admettait encore, implicitement, gispace-Temps était un espace affine de dimension 4,
gue nous appellerorsspace-Temps de Minkowskt que nous noterong . || admettait aussi que ldsanslations
de I'Espace-Temps ne modifient pas ses propriétés. Il adinéfalement que dans cet Espace-Temps, le principe de
l'inertie restait valable, a condition de I'’énoncer soufolane n’utilisant aucun référentiel :

la ligne d’'univers d’'un point matériel libre est une droite.

Il conservait aussi la notion déférentiel galiléenDans.#, un référentiel galiléen est déterminé par la donnée
d’une direction de droite (pas n'importe quelle droite, dngite de genre tempsomme nous allons le voir bientdt).
La donnée d'un référentiel galilé&permet de décomposer I'Espace-Temps de Minkowsglkeén un produittr x Jr
d’'un Espacefr, de dimension 3, et d’'un Temp#, de dimension 1, qui tous deux dépendent du référentidégalr.

2 Le grand mathématicien Jules Henri Poincaré (1854—191Rji aussi, la méme année, formulé des idées trés proches aflan jusqu’a
proposer explicitement I'abandon du Temps absolu.
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Je te rappelle que dans I'Espace-Temps de Lei#iniza donnée d’'un référentiel galilé&hpermettait de décomposer
% en un produitér x 7 d'un Espacesr dépendant du choix du référentiR] et du Temps absol@ qui, lui, ne
dépendait pas de. C’est en cela que I'Espace-Temps de MinkowskKise distingue de I'Espace-Temps de Leibniz
U .

Sous ces hypotheses, les propriétés de I'Espace-Tefpsnt conséquences des deux principes :

— le Principe de relativité :toutes les lois physiques s’expriment de la méme maniéers ttars les référentiels
galiléens;

— le Principe de constance de la vitesse de la lumidieemodule de la vitesse de la lumiére dans le vide est une
constante universelle, ne dépendant ni du mouvement deutaesqui a émis cette lumiére, ni du référentiel
galiléen dans lequel cette vitesse est évaluée.

— Mais comment la donnée d’'une direction de droite peutdierminer un référentiel galiléen, puisque nous

n'avons plus de Temps absolu ?

— C'estle principe de constance de la vitesse de la lumiéneacpermettre cette détermination.Je vais t'expliquer
comment. Mais je dois d’abord st'indiquer quels sont lestrgpes de droites de 'Espace-Temps de Minkowsgki

Droites de lumiere, de genre temps et de genre espace

Appelonsdroites de lumiérdes droites de# qui sont des lignes d’'univers possibles de signaux luminkasg
droites de lumiére qui passent par un événerAdatment un cone (de dimension 3) ayant pour sommet I'événeme
A; les deux nappes de ce cOne sont appeléehei-cone futuret le demi-cone passde sommet. La figure 4
représente le cone de lumiere de somfdans deux schémas simplifiés :

— a gauche, dans un Espace-Temps schématique de dimensiod&)s une coupe de I'Espace-Temps “vré”

de dimension 4 par un plan de genre tefyz= cone de lumiére est la réunion des deux draifést %9, lignes
d’'univers de signaux lumineux passant pagt allant, respectivement, vers la droite et vers la gauche;

— adroite, j'ai représenté une vue en perspective du congndiéle de sommei dans un Espace-Temps schéma-

tique de dimension 3.

Je te laisse le soin d’'imaginer le cone de lumiére de sonfdans I'Espace-Temps de Minkowski “vrai”, de
dimension 4. Le cone de lumiére ayant pour sommet un autreeévenB se déduit du cone de lumiére de sommet
par la translation qui envoi& surB.

9 gd

A

A

Schéma ou# est de dimension 2 Schéma ot est de dimension 3

FiG. 4. Cobnes de lumiére; en vert, droites de genre temps et en bilteside genre espace.

Outre les droites de lumiére, on distingue deux autres tgipeboites dans/ :

— lesdroites de genre tempsontenues dans l'intérieur du cone de lumiére ayant paanset un quelconque de
leurs points; j'en ai représenté une, en vert, sur la figure 4 ;

— et lesdroites de genre espagcextérieures au cone de lumiére ayant pour sommet un de peurts; j'en ai
représenté une, en bleu, sur la figure 4.

3 Cela signifie que ce plan contient des droites qui sont daesig’univers possibles de points matériels libres.
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Référentiels galiléens dans I'Espace-Temps de Minkowski

Je peux maintenant t'expliquer comment la donnée d’undealds genre tempg/, ou plus précisément la donnée
de la direction de cette droite, détermine un référentilliégm. Les objets au repos relativement a ce référentigl so
ceux dont tous les points ont pour lignes d’univers des esgiaralléles &’. Convenons d’'appeldigne isochoret
de notre référentiel chaque droite paralléleZaChaque isochore est un ensemble d’événements qui onti¢ousu
méme point de 'Espacék relatif au référentieR.

La connaissance des droites isochores ne suffit pas a déezmaitre référentiel. Nous devons encore préciser, pour
chaque événemeM € .#, quel est 'ensemble de tous les autres événendhts.# ayant lieu au méme instant
queM, pour le TempsZr relatif a notre référentiel. On I'appellera $wus-espace isochromentenant I'événement
M, relativement au référenti®, et on le noterask m. Les sous-espaces isochrones sont des sous-espace adfines d
dimension 3 de#, tous paralléles les uns aux autres, déterminés par laigtépuivante les distances, évaluées
dans le référentiel R, parcourues par la lumiére dans detectibns opposées, pendant un méme intervalle de temps
(évalué lui aussi dans le référentiel R), sont égales

Section plane Vue en perspective en 3 dimensions

FiG.5. Construction des isochrones d'un référentiel galiléen

Dans un Espace-Temps schématique de dimension 2, la cctitetrdes sous-espaces isochrones, représentée sur
la partie gauche de la figure 5, est facile. Tracons les denitedrde lumiérez9 et #9 passant par un événemet
situé sur la droiteZ. Ce sont les lignes d’univers de signaux lumineux passarm gase dirigeant, respectivement,
vers la gauche et vers la droite. Elles sont représentéesugie isur la partie gauche de la figure 5. Prenons, sur la
droite &7, un événemend; situé, par exemple, dans le futur AeConstruisons le parallélogramme dont deux cbtés
sont portés par les droite®’9 et ¢ et dont le centre esh;. Les isochrones sont toutes les droites paralléles a la
diagonale de genre espa@@,Ad, de ce parallélogramme. Sur la partie gauche de la figuraiSgprésenté en bleu
trois de ces lignessg a, €r A, €LER A,

— Peux-tu expliquer pourquoi ?

— \Voyons quelles sont les distances parcourues, pendat@rialle de temps qui sépare les événemamsisA;,
par deux signaux lumineux issus de I'événemkmt se dirigeant, respectivement, vers la gauche et verltedr
L'intervalle de temps séparaitet A; doit, bien sir, étre évalué dans le référentiel détermiméapdirection de la
droite <. Le signal lumineux qui va vers la gauche parcourt, pendenintervalle de temps, la distanéeA?, et
le signal lumineux qui va cers la droite la distarﬂc@ﬁ\‘l’. Ces distances sont égales, é.%lA‘l’ est la diagonale du
parallélogramma Al A, AY, dont le centre es;.

— Mais il me semble que le chemin parcouru par le signal lumirgpli va vers la gauche, pendant I'intervalle de
temps qui séparA etA,, est le segment de droiﬁeAgl’, etnon pasAlAgl’. Quant a celui qui va vers la droite, il parcourt
le segment de droitAA‘lj, et non pasAlAfl’. Ne faudrait-il donc pas imposer I'égalité des segmentsrd'&edAA% et
AAY, plutét que celle des segments de dréited] etA; A ?

— Certainement pas ! Nous devons exprimer I'égalité deanigsts parcourues par la lumiére dans deux directions
opposées dEEspace de notre référentiepas dans I'Espace-Temps! Les signaux lumineux issus dén@men®A

4 Le motisochore employé en thermodynamique pour désigner les réactioastdigu & volume constant, est utilisé ici pour désigner un
ensemble d’événements qui ont lieu en un méme emplacenmeidlsp divers instants ; c’est le pendant du msothronequi désigne un ensemble
d’événements ayant lieu au méme instant a divers empladssgatiaux.
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parcourent, dans I'Espace-Temps, respectivement vei@lehg et vers la droite, les segmehﬁ etAA‘l’ de leurs
lignes d’univers respectivesz9 et 9. Mais ce ne sont pas ces segments de droite dont nous devprisiex
I'égalité : cela n'aurait d'ailleurs aucun sens, car lastnee affine de I'Espace-Temps ne nous permet de comparer
entre eux deux segments de droite que lorsqu’ils sont ppaigdes droites paralléles. Nous devons décomposer chacun
de ces deux segments de droite en une composante temporaile @mposante spatiale, relativement au référentiel
galiléen déterminé par la direction de la droité Afin d’exprimer que c’est pendant un méme intervalle de &mp
(évalué dans le référentiel galiléen déterminégamue la lumiére s’est propagée le Iong/tdeg vers la gauche et de
AA‘lj vers la droite, nous écrirons que les composateporellesie ces deux segments de droite sont égales. Et afin
d’exprimer que ces deux signaux lumineux ont parcouru, HEepace de notre référentiel, des distances égales dans
deux directions opposées, nous écrirons que les compesaamiﬁlesjeAA? etAA‘lJ sont de méme longueur. Soyons
plus précis : mieux vaut considérer des segments de ano@etés c'est-a-dire des vecteurs. Nous exprimerons alors

gue les composantésmporellesies vecteurm‘i et,ﬁ‘f sont égales, et que les composarsigatialesde ces deux
vecteurs sont opposées. La construction que nous avoesctaiduit bien a ce résultat, puisque les vectm
et_A—,sff ont tous deux pour composante temporéﬁi, et ont pour composantes spatiales, respectivemgit, et
ALA

— Mais comment-donc fais-tu pour trouver ces composantepdaeclles et spatiales ?

— \oyons, j'espere que tes profs de math ou de physique tiitcrié que pour décomposer un vecteur du plan

en une somme de deux vecteurs, dont I'un est paralléle a tewtidn de droitdD; et I'autre a une direction de droite
D, non paralléle ®4, il suffit de projeter ce vecteur six; parallemement ®,, et surD, parallélement ;! C'est

ce que je fais ici : lorsque je projetnein sur la droitees parallelement a la droité a,, jobtiens pour projection
A—Ai; et lorsque je projetté\in sur la droitedg a, parallélement a la droiteZ, j'obtiens pour projectiorAlAlﬁ. Je te

-
laisse le soin de faire pareil pour les projectionsAd.

— Draccord, jai compris! Et qu’en est-il pour le “vrai” Espa-Temps de Minkowski, de dimension 4 ?

— La contruction que j'ai expliquée pour un Espace-Tempsgstique de dimension 2 s’applique dans chaque
section de I'Espace-Temps de Minkowski “vrai” (de dimemsi) par un plan contenant la droit (ou, plus généra-
lement, par un plan parallélea). Cette construction nous donne la direction des droitésant les intersections de
ce plan avec les sous-espaces isochrones de notre ré&f€rmtipeut aussi expliquer cette construction comme indi-
gué sur la partie droite de la figure 5. On prend, sur la dra@itdévénementy; tel queA; soit le milieu deA Ay, et on
considére le demi-cdne de lumiere passé de soAm&e demi-céne coupe le demi-cdne de lumiére futur de sommet
A selon une sphérg de dimension 2. Cette sphére est contenue dans un hypaffifen(c’est-a-dire un sous-espace
affine de dimension 3) unique, nafg, . Cet hyperplan, de genre espace, est le sous-espace iseclortenant I'éve-
nement; de notre référentiel. Les autres sous-espaces isochrermesrdférentiel sont tous les hyperplans paralléles
aséy.

— Bon, je pense avoir a peu prés compris. Mais ou donc sontnp3ek et 'Espacesr de notre référentiel ? et
comment peux-tu dire que I'Espace-Temps de Minkowsgkse décompose en un produitéget deJr ?

— L'EspaceéRr de notre référentiel est, tout simplement, I'ensemble deewles lignes isochores de notre
référentiel, c’est-a-dire 'ensemble de toutes les dsoite.# paralléles a«7. En effet, chacune de ces droites est
'ensemble des événements ayant lieu en un endroit spéeifiétde Espacér ; cela nous permet d’identifier chacune
de ces droites & un point d&. De méme, le Temp$k de notre référentiel est 'ensemble de tous les sous-espace
isochrones de notre référentiel, c’est-a-dire I'ensendleleous les hyperplans d& paralleles &g a,. LEspace-
Temps de Minkowski peut étre identifié au prodfjtx I parce que la donnée d’un couple formé par un sous-espace
isochrone et une droite isochore @€ détermine un élément unique dé&, I'événement en lequel ce sous-espace et
cette droite se coupent; et inversement, la donnée d'ureévént, élément de7, détermine un unique couple formé
d’un sous-espace isochrone et d’'une droite isochore, ke-espace isochrone et la droite isochore qui contiennént ce
événement.

— Que se passe-t-il si on change de référentiel galiléen?

— Comme dans I'Espace-Temps de Leibniz, la direction desedrsochores du nouveau référentiel (les lignes
d’'univers des points au repos par rapport au nouveau réféijemest plus la méme que celle des droites isochores
de I'ancien référentiel. Mais en plus, la direction des segjgace isochrones du nouveau référentiel n’est pas la méme
gue celle des sous-espaces isochrones de I'ancien! Poeiraisbn, I'ordre chronologique de deux événements peut
dépendre du référentiel galiléen dans lequel on I'apptécie
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Propriétés métriques de I'Espace-Temps de Minkowski

Nous devons aller plus loin dans la comparaison des mesaites flans deux référentiels galiléens différents. La
structure affine de# nous permet de comparer des segments de droite portés ghodes paralléles. Cela ne suffit
pas, car du point de vue du physicien, il est en principe ptessie comparer des intervalles de temps mesurés dans
deux référentiels galiléens différents, c’est-a-dire skggments de deux droites de genre temps non paralléles. Pour
cela, on peut construire deux horloges identiques (ersaititi par exemple, les raies spectrales d’atomes de méme
nature) et placer chacune de ces horloges de maniére a dke goieau repos dans son référentiel. Du point de vue
du mathématicien, il y a donc encore quelque chose a prépisert a la géométrie de 'Espace-Temps de Minkowski.
C’est le Principe de Relativité qui va nous permettre deite fa

ER/\A

FiG. 6. Comparison des temps associés a deux référentiels galiléen

SoientAA; et AB; deux segments de droite portés par les droites de genre tefrgis#, qui se rencontrent en
I'événement. SoientR,, etRy les référentiels galiléens déterminés par les directieng @&t deZ, respectivement.
Supposons que les intervalles de temps correspondefst enesuré dans le référentiel,, et aAB; mesuré danR 4,
soient égaux. SoB’ I'événement intersection de la droite de genre terspst du sous-espace isochrofig, o, du
référentiel galiléerR,, contenant I'événemen, (figure 6). Dans le référenti®,,, les événementd; et B’ ont lieu
au méme instant; par suite, les intervalles de temps, medaré ce référentiel, qui séparent les événenfeats\;
d’'une partA etB’ d’autre part, sont égaux. Donc l'intervalle de temps quasépes événementset B; apparait plus
long que I'intervalle de temps qui sépare les événemietsA, lorsque ces deux intervalles de temps sont mesurés

i . A . .
dans le référentidR,, ; le rapport de ces deux intervalles de temp"f'&:%. Remarque bien que ce rapport a bien un
sens en géométrie affine, car les intervall® et AB' sont portés par la méme droit8. On I'appellerapport de
dilatation du tempslu référentiel galiléeRy, observé dans le référentiel galiléRyy.

— C’estdonc cela, la dilatation des temps ?

— Oui, c’est cela. Remarque bien que cette dilatation n’asgparente, comme un effet de perspective. Mais
permets-moi de terminer le raisonnement qui va précisemnuam comparer des segments de deux droites de genre
temps non paralléles. Echangeons les roleg/det . SoitA’ I'événement intersection de la droite de genre temps
et du sous-espace isochrofig, g, du référentiel galiléeRz contenant I'événemert;. Le rapport de dilatation du

temps du référentiel galiléeR,, observé dans le référentiel galiléRyy estA—A}. D’apres le Principe de Relativité,

nous devons avoir
AA;  AB;

AA  AB’
car les deux référentiels galiléeRs et Ry doivent jouer le méme role, chacun vis-a-vis de I'autre.
D’aprées une propriété bien connue des hyperboles, cettidéégst vérifiéesi et seulement sifet B; sont sur un
méme arc d’hyperbole ayant pour asymptotes les deux drdédamiére.Z? et .#9 (qui se coupent el et sont

contenues dans le plan qui contient les deux droite de gempsty and%). Ou, plus généralement, sur une méme
nappe d’hyperboloide ayant le cdne de lumiére de sordmetnme cbne asymptote.

— Peux-tu m'expliquer la preuve de cette “propriété bienmeandes hyperboles”, qui pour moi est nouvelle ?
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— Bien volontiers, si tu acceptes de suivre attentivemestques petits calculs. Soiee_j et E_; deux vecteurs
non nuls, paralléles, respectivement/ et .29, dirigés vers le futur. Je vais faire un peu de calcul veetaians le
plan engendré par les deux droites concouraates %, en utilisant le repere affin@, EJ, Eé). Dans ce repére affine,
soientad etad les coordonnées d, b¥ etb? celles deB;. Cela veut dire que

AA; =alej+a%ey,  AB;=ble; +ble,.

PuisqueA; et B; sont dans le futur dé et quee_d> etgé sont dirigés vers le futug®, a9, b¥ et b9 sont strictement
positifs. Posons
AN AB
= )\ s = IJ
AA AB;

Nous avons : . N - -
AN = AAA; = A (%4 + a%).

CalculonsB; A’ en utilisant la relation de Chasles :
BiA = AA —AB; = (Aa— b%)ey + (Aa%— %) gy .

- —_—
PuisqueB; et A’ se trouvent sur la droite qui joirﬁi? et B‘lj, les vecteur8; A et Bg B‘lj sont paralléles. Dans le repere
affine (A, a;, E!;), les coordonnées d&§ sont(2b, 0), et celles deéf sont(0, 2b9). D'aprés la relation de Chasles :

BIBS = ABI — ABY = 2bfg; — 2%, .

. Y \
En exprimant que les vecteuss A" et B By sont paralléles, nous obtenons donc

Aad—pd  Aa9— Do
2bd  2p0
Nous en tirons I'expression de:
_ 2pipY
~ adb9+adhd”
En échangeant les roles de et By, ainsi que d&¥ et B’, nous obtenons de méme

2%
H = biag 1 boad
Nous voyons ainsi que I'égalité
AA;  AB
AX  AB’
c'est-a-dire I'égalité\ = , est vérifiée si et seulement si

a%ad = b9p9,
ce qui exprime qué\; et B; sont sur une méme branche d’hyperbole ayant pour asympésteemi-droites?’9 et
79,
— \oila une affirmation bien péremptoire ! Pourquoi donc ?

— \oyons, c’est évident comme tu vas le voir si j'utilise degations plus familieres! Dans un plan, prenons
deux axes (pas nécessairement orthogond@®®ety Oy. Choisissons, sur chacun de ces axes, une unité de longueur
(ce qui équivaut a prendre un vecteur non nul parallele awhee ces axes pour vecteur de base). Notoety les
coordonnées d’'un point courant. L'équation d'une branchgmkrbole, contenue dans la partie du ptan 0 ety > 0,
ayant pour asymptotes les demi-ak®set Oy, est de la forme

xy=k, aveckconstante strictement positive et x>0, y>0.
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Dans le probléme qui nous intéresse, I'origdest 'événemerd, nos demi-axe®x et Oy sont les demi-droiteg’
et 9, al etad sont les coordonnées dg, b¥ eth? celles deB;. La relation

a%ad = bp9

exprime donc bien qua; etB; sont sur une méme branche d’hyperbole ayafitet #9 pour asymptotes !

— Tu as raison, c’'est évident en effet! Si je comprends biesmdrpére, lorsqu’on a choigiA; pour unité de
temps sur la droite de genre temg@s cela détermine I'unité de temps sur toute autre droite deegemps passant
parA. Peut-on aussi comparer deux segments de droite portégpaddites de genre espace non paralléles ?

— Oui, bien sdr. On peut faire pour des segments de deux didétgenre espace non paralléles un raisonnement
tout a fait semblable a celui que nous avons fait pour dessetyde deux droites de genre temps. On met en évidence
un rapport de contraction des longueudsun référentielR5z observées dans un référentie),. En échangeant les
roles des deux référentiel, on établit le résultat suivBatente” et 2 deux droites de genre temps se rencontrant en
'événementA. SoientZ, et Zg deux droites de genre espace passant par I'événefmempartenant a 'Espace a
l'instant ou a lieu I'événemerh, respectivement, du référentiel, déterminé pars et du référentieR, déterminé
par . SoientAA et AB® deux segments de droite d’origireportés, respectivement, par les droités et Zg.
Mesurés, respectivement, dans le référeiglet dans le référentidt,, ces deux segments de droite sont de méme
longueursi et seulement si%et B sont sur un méme hyperboloide & une nappe ayant pour congtstgrte cone
de lumiere de sommet A

Plus simplement, on peut remarquer que sur les droites de gspace, la comparaison des distances découle de
celle des durées : on mesure une distance par la durée mikelpaniére pour la parcourir. La contraction apparente
des longueurs apparait alors comme une conséquence datédidil apparente des temps

CONCLUSION

La comparaison des durées et des distances présentéesesgesmet d'introduire, de maniére tres naturelle,
la métrique pseudo-euclidienne de I'espace de Minkowsés figures que nous avons présentées permettent trés
aisément d’expliquer la contraction apparente des lommguedlia dilatation apparente des temps, lors d’'un changemen
de référentiel galiléen.

Parmi les arcs de courbe de genre temps qui joignent deweants (dont I'un est dans le futur de I'autre),
la ligne droite est le plus long chemin (en temps propre)ralide I'un de ces événements a l'aut@ette propriété
permet de comprendre aisément, avec trés peu de calcutedadié improprement appelée “paradoxe des jumeaux
de Langevin”.

La Relativité restreinte conduit a I'impossibilité de teamettre & distance des signaux a une vitesse supérieure a
celle de la lumiére. Cela exclut I'existence de corps penfaent rigides (car en déplacant un de ces corps, on pourrait
transmettre instantanément un signal entre ses deux éwdsdnCela conduit & remettre en question la structure
euclidienne de I'Espace associé a un référentiel galigaméme I'existence de lignes droites, donc la structureeaffi
de I'Espace-Temps. En introduisant certaines idées nmsv@ssentiellement, le Principe d’'équivalence), il semb
possible d’exposer les idées de base de la Relativité Gérsmas une forme compréhensible par les enfants (de 8 &
108 ans).
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