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A Jean-Marie Souriau, dont le livre “Géométrie et relativité” [15] a joué un réle
déterminant dans l’orientation professionnelle que j3°ai choisie, et dont l’autre livre “Struc-
ture des systéemes dynamiques” [16] est pour moi une source constante d’inspiration, en
témoignage d’admiration et de respectueuse amitié.

1. Introduction

Nous dirons qu’un systéeme mécanique est a liaisons actives s’il comporte certaines
liaisons sur lesquelles un opérateur (qui peut soit faire partie du systéme, soit lui étre
extérieur) agit, influant ainsi sur le mouvement du systéme. Donnons quelques exemples:

— un enfant sur une escarpolette peut, en faisant jouer les articulations de son corps,
mettre I'escarpolette en mouvement;

— un chat qui tombe en chute libre peut, en déformant son corps, modifier son orientation
dans I’espace afin d’arriver au sol sur ses pattes;

— un satellite artificiel (tel que le télescope spatial Hubble) comporte des articulations
auxquelles sont liés divers dispositifs (panneaux solaires, antennes, volants d’inertie,
appareils d’optique, ...); on peut agir sur ces articulations afin d’orienter certains
éléments du satellite dans une direction déterminée.

Nous nous proposons de mettre en place dans ce travail un cadre géométrique général
pour I’étude des systemes mécaniques a liaisons actives, et d’étudier la structure des
équations du mouvement de ces systemes. Cette étude nous a été suggérée par la lec-
ture des travaux de Marsden, Montgomery et Ratiu [12] [13] [14], ou le lecteur pourra
trouver d’autres points de vue.

Nous nous limitons dans ce travail a ’étude des systéemes mécaniques dont les liaisons
(actives ou autres) sont de type géométrique; nous voulons dire par 14 que ces liaisons
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ont pour effet de restreindre I’ensemble des positions des parties du systeme dans 1’espace,
ou des positions relatives de ces parties les unes par rapport aux autres; Nous laissons
de c6té pour le moment les systémes comportant des liaisons cinématiques (portant a la
fois sur les positions et les vitesses des parties du systéme). Le cas de systémes a liaisons
cinématiques holonomes pourrait se ramener, sans trop de difficulté, a celui des systémes a
liaisons géométriques que nous étudions. Mais le cas des systemes comportant des liaisons
cinématiques non holonomes (comme, par exemple, un patineur sur glace) est beaucoup
plus délicat: ainsi que 'ont signalé Woodhouse [19], paragraphe 2.2, et, plus récemment,
Arnold, Kozlov et Neishtadt [3], chapitre 1, paragraphe 4, on peut hésiter entre plusieurs
formulations non équivalentes des équations. Ainsi dans [3] les auteurs explicitent, paral-
lelement a la formulation la plus connue des équations du mouvement basée sur le principe
de d’Alembert-Lagrange, une autre formulation qu’ils appellent “vakonomic equations”.
Les équations convenant pour un probléeme réel pourraient, selon ces auteurs, dépendre
de propriétés fines du dispositif physique servant a réaliser les liaisons ([3], chapitre 1,
paragraphe 6).
Certains résultats présentés en détail ici ont été annoncés dans la note [11].

2. La formulation mathématique

L’ensemble des configurations possibles du systeme considéré est une variété différen-
tiable M, appelée variété de configuration. Les liaisons actives sur lesquelles I'opérateur
peut agir sont représentées par une submersion surjective w : M — S de M sur une autre
variété S, appelée variété des états de liaison. Chaque point s € S représente un état
des liaisons actives, et ’ensemble des configurations possibles lorsque les liaisons sont dans
I'état s est la sous-variété M, = 7~ 1(s) de M, appelée variété de configuration a liaisons
figées dans l’état s.

Les propriétés dynamiques du systeme sont décrites par une fonction différentiable
L:TM — R, définie sur le fibré tangent 7'M a la variété de configuration M, a valeurs
réelles, appelée lagrangien.

Lorsque l'opérateur n’agit pas sur les liaisons actives, laissant celles-ci totalement
libres de jouer, la donnée de M et de L suffit a déterminer les équations du mouvement: ce
sont les équations de Lagrange associées a L. Celles-ci, appelées équations du mouvement
libre, jointes a une donnée de Cauchy (point de T'M représentant la position et la vitesse
du systéme a linstant initial) déterminent le mouvement du systéme, au moins lorsque le
lagrangien L est suffisamment régulier.

Mais en fait 'opérateur agit sur les liaisons actives, de sorte que le mouvement réel
differe du mouvement libre. On supposera ici que cette action a pour effet de prescrire,
a chaque instant ¢, ’état s = o(t) des liaisons actives. En d’autres termes, une courbe
paramétrée o : t — o(t) dans la variété S des états de liaison est donnée; elle décrit
I’évolution de I’état des liaisons actives au cours du temps, imposée par l'opérateur; le
mouvement du systéme au cours du temps est une courbe paramétrée ¢t — xz = c(t) dans
la variété de configuration M vérifiant, a tout instant ¢,

m(c(t)) =o(t).
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Dans la suite de ce travail, nous allons formuler les équations du mouvement en sup-
posant la courbe paramétrée ¢t — s = o(t) donnée, et étudier leur structure. Remar-
quons cependant que la résolution de ce probleme n’est qu'un premier pas dans I'étude
des systémes a liaisons actives. L’action de I'opérateur sur I'état des liaisons actives peut
en effet étre soumise & certaines limitations (par exemple, les efforts que 'opérateur peut
exercer sur ces liaisons sont en pratique bornés, de sorte qu’il n’est pas toujours possi-
ble d’imposer a l’état des liaisons actives d’évoluer au cours du temps suivant une loi
donnée d’avance (D. Holm [7]). Et surtout, si 'opérateur agit sur les liaisons actives,
c’est afin d’obtenir un certain résultat: I’enfant sur une escarpolette cherche a augmenter
I’amplitude des oscillations; le chat en chute libre cherche a amener ses pattes vers le bas;
le programme d’ordinateur qui controle un télescope spatial doit orienter le miroir dans
une direction donnée puis maintenir trés précisément cette orientation. La loi ¢t — o(t)
d’évolution de I’état des liaisons n’est donc en général pas spécifiée d’avance: 1'opérateur
doit la choisir afin d’atteindre le but qu’il s’est fixé, résolvant ainsi un probleme de controle
(R. Montgomery [14]). Le cadre géométrique général décrit ci-dessous nous semble bien
adapté a ’étude d’un tel probleme. Ainsi qu’on le verra paragraphe 8, il englobe les trois
exemples de systémes mécaniques a liaisons actives donnés dans l'introduction (enfant sur
une escarpolette, chat en chute libre, satellite artificiel).

Les variétés M, S, la submersion m, le lagrangien L, la courbe paramétrée o, ainsi que
toutes les applications considérées seront, sauf spécification contraire, supposées différen-
tiables de classe C°°.

3. Les équations du mouvement dans le formalisme lagrangien

A toute courbe paramétrée différentiable c : [t1,t2] = M dans la variété de configura-
tion on associe 'intégrale d’action

I(c) = /ttL (c(t),dil—(tt)> dt. (1)

D’autre part, une courbe paramétrée o : [t1,t2] — S dans l'espace des états des liaisons
actives est donnée; elle représente I’évolution au cours du temps de 1’état de ces liaisons
prescrite par 1’opérateur.

Rappelons brievement les quelques méthodes équivalentes qui permettent 1’obtention
des équations du mouvement.

3.1. Méthode basée sur le principe de moindre action.

Compte tenu des liaisons imposées variables avec le temps, I’espace-temps de config-
uration du systeme est le sous-ensemble de R x M:

N={(t,z) e Rx M |te€[ty,ts], m(z) =0(t) }. (2)

Puisque 7 est une submersion surjective, N est une sous-variété a bord de R x M. La
restriction a N de la projection de R x M sur son premier facteur est une submesion
surjective w : N — [t1,1a].



Toute section € : [t1,ts] — N de la submersion w est de la forme ¢ — (¢,¢(t)), o
c: [t1,ta] = M vérifie

m(c(t)) = o(t) pour tout ¢t € [t1,1o]. (3)

Réciproquement, & toute courbe paramétrée c : [t1,ts] — M vérifiant (3) correspond une
section ¢ = (idp, 4,1, c) de la submersion .

Soit ¢ = (idj,c) une section différentiable locale de w. Pour tout élément ¢ de
~ de(t
Pintervalle de définition I de ¢ (I C [t1,t2]), le vecteur il(t) € T, M ne dépend que
~ ~ o 1~ de(t .
du jet j'¢(t) d’ordre 1 de ¢ en t; par suite, j'¢(t) — (t, %) est une application x de

I'espace J'I'(w) des jets d’ordre 1 de sections différentiables locales de w dans R x T'M.
On vérifie que x est injective et a pour image

{(t,v) ERXTM |t € [t1,ta], (1,v) € T-1()N } .

On pose L=Lo X (on consideére ici L comme une fonction définie sur R x TM en
lidentifiant implicitement & sa composée avec la projection de R x TM sur TM). Pour
toute section différentiable ¢ de w, on définit

to

I@ = | L(j%)dt, (4)

t1
qui n’est qu’une autre maniére d’écrire U'intégrale d’action (1).
Rappelons qu’une wvariation de la section différentiable ¢ de w est une application
différentiable k :] — €, e[x[t1,ta] = N, € > 0, telle que pour tout s €] — ¢, €[, ks : t — k(s,t)
soit une section de w et que kg = ¢. Cette variation est dite a extrémités fixées si

k(s,t1) =¢c(t1) et k(s ta) = c(t2) pour tout s €]—e,el. (5)

En appliquant au systéeme, considéré comme un systeme lagrangien dépendant du
temps, le principe de moindre action de Hamilton, on voit que la courbe paramétrée
différentiable ¢ : [t1,2] — M est un mouvement du systéme si et seulement si ¢ =
(idg, 4,1, ¢) est une section de w qui rend l'intégrale d’action (4) stationnaire pour toute

variation k de ¢ a extrémités fixées. Cela signifie que pour toute variation k de ¢ a
extrémités fixées, on a

—0. (6)

3.2. Méthode basée sur le principe de Holder.

On revient a Pexpression (1) de lintégrale d’action. Une wariation de la courbe
paramétrée différentiable c : [t1,t2] — M est une application différentiable k :]—e¢, €[ x[t1, 2]
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— M, ¢ > 0, telle que k(0,t) = c(t) pour tout ¢t € [t1,t2]. Cette variation est dite a
extrémités fixées si

k(s,t1) =c(t1) et k(s ,t2) =c(t2) pour tout s€|—e €. (7)
Une variation infinitésimale de ¢ est une application différentiable w : [t1,t2] — TM

telle que w(t) € T, )M pour tout ¢ € [t1,t5]. Cette variation infinitésimale est dite d
extrémités fixées si

w(t;)) =0 et w(tz) =0. (8)
A toute variation k de c est associée la variation infinitésimale 6k : ¢ — 0k(t) =
0k(s,t . . o ) . o )
7{% )|3_0. Si k est & extrémités fixées, dk est & extrémités fixées.
s =

Soit k une variation de c. Pour tout s €] —€,¢[, ks : t — k(s,t) est une courbe
paramétrée différentiable dans M; on peut donc considérer I'intégrale d’action I(ks). On
montre en calcul des variations que s — I(ks) est dérivable en s = 0 et que la valeur de
cette dérivée ne dépend que de la variation infinitésimale dk associée a k. Cette dépendance
est d’ailleurs linéaire. On notera donc <<5I (o), 5k> la dérivée de I(ks) par rapport a s pour
s = 0. On montre qu’elle a pour expression

L1 ka)| _, = (51(c), oK)

ds
(e (*40) | o) - (2 (“2)] )

~ e, ok de (9)

t1

On anoté L : TM — T*M la transformation de Legendre associée a L. Rappelons que si
on note (z*) les coordonnées locales dans une carte de M, (z¢,v*) et (%, p;) les coordonnées
locales dans les cartes associées, respectivement de TM et de T* M, la transformation de
Legendre £ a pour expression

L: (2% v') — (a;",p,- = %) . (10)

On a noté [L] la différentielle de Lagrange de L (voir [17]). C’est une application définie
sur I'espace des jets d’ordre 2 d’applications différentiables de R dans M, a valeurs dans
T*M, fibrée au dessus de M, dont les composantes [L]; (correspondant aux coordonnées
locales (p;) sur T* M dans les cartes considérées ci-dessus) ont pour expression

_ d0L(z,v) OL(z,v)

Cdt Ovi ozt '’ (11)

[L]: (5%c(t))




La courbe paramétrée c est dite compatible avec les liaisons si ¢ = (id[, +,], ) est une
section de w, c’est-a-dire si

m(c(t)) = o(t) pour tout ¢ € [T4,to]. (12)

Lorsque c’est le cas, une variation k£ de c est dite compatible avec les liaisons si pour tout
s €] — €, €[, la courbe paramétrée ks est compatible avec les liaisons, ce qui s’exprime par

m(k(s,t)) = o(t) pourtous s€|—¢e€[, t € [t1,ta]. (13)

De méme, supposant ¢ compatible avec les liaisons, une variation infinitésimale w de
c est dite compatible avec les liaisons si

Tr(w(t)) =0 pour tout ¢ € [T4,ts]. (14)

Le principe de Hélder [3] consiste & affirmer qu’une courbe paramétrée différentiable
¢ : [ti1,ta] — M est un mouvement du systéme si et seulement si elle satisfait les deux
conditions,

— la courbe c est compatible avec les liaisons,
— elle rend stationnaire 'intégrale d’action I(c) pour les variations infinitésimales de ¢
a extrémités fixées compatibles avec les liaisons, ce qui signifie qu’elle vérifie

(61(c),w) =0 (15)

pour tout variation infinitésimale w de ¢ a extrémités fixées compatible avec les li-
aisons.

Remarque. Si la variation k£ de c¢ est compatible avec les liaisons, la variation in-
finitésimale correspondante dk est compatible avec les liaisons. Réciproquement, pour des
liaisons géométriques telles que celles considérées ici, si w est une variation infinitésimale
de c compatible avec les liaisons, il existe une variation k£ de ¢ compatible avec les liaisons
telle que 0k = w. On doit prendre garde au fait que cette derniere propriété n’est pas
toujours vraie pour des liaisons cinématiques non holonomes.

La remarque ci-dessus permet, dans le cas considéré ici de liaisons géométriques, de
reformuler le principe de Hélder en disant que la courbe paramétrée c : [t1,t2] — M est
un mouvement du systeme si et seulement si elle satisfait les deux conditions:

— la courbe c est compatible avec les liaisons,
— pour toute variation k£ de ¢ & extrémités fixées compatible avec les liaisons, elle vérifie

d
%I(ks)hzo =0. (16)

En remarquant que les expressions (1) et (4) de 'intégrale d’action sont équivalentes,
on voit alors que le principe de Holder est équivalent au principe de moindre action ap-
pliqué, comme indiqué au paragraphe 3.1, au systeme considéré comme dépendant du
temps.



3.3. Méthode basée sur le principe de d’Alembert-Lagrange.

Soit ¢ : [t1,ta] — M une courbe paramétrée différentiable compatible avec les liaisons.

On appelle déplacement virtuel infinitésimal & 'instant ¢ €]t,, to] tout vecteur wy € T, M.

On dit que le déplacement virtuel infinitésimal w; a U'instant ¢ est compatible avec les
liaisons s’il vérifie

Tr(wg) =0. (18)

On appelle travail virtuel des forces de liaison pour le déplacement virtuel infinitésimal w;
a l'instant £, I’expression

([L](57c()), we) - (18)

Le principe de d’Alembert-Lagrange [3] consiste & dire que la courbe paramétrée diffé-
rentiable ¢, supposée compatible avec les liaisons, est un mouvement du systeme si et seule-
ment si pour tout instant t €]t1, o[ et tout déplacement virtuel infinitésimal w; & I'instant
t compatible avec les liaisons, le travail virtuel des forces de liaison pour le déplacement
virtuel infinitésimal w; est nul.

Siw : [t1,t2] = TM est une variation infinitésimale de ¢ & extrémités fixées, alors
pour tout ¢ € [t1,t2], w(t) est un déplacement virtuel infinitésimal; w est compatible avec
les liaisons si et seulement si w(t) est compatible avec les liaisons pour tout ¢ €]t1,ta].
L’expression (9) de <(5I (o), w> (dans laquelle on remplace 0k par w), qui se simplifie car
w(t1) et w(tz) sont nuls, w étant & extrémités fixées, montre que si la courbe paramétrée
différentiable c satisfait les conditions imposées par le principe de d’Alembert-Lagrange,
elle satisfait aussi les conditions imposées par le principe de Holder. Réciproquement,
le lemme fondamental du calcul des variations montre que si ¢ satisfait les conditions
imposées par le principe de Holder, elle satisfait ausi celles imposées par le principe de
d’Alembert-Lagrange. Ces deux principes sont donc bien équivalents.

On pourrait encore obtenir les équations du mouvement par application du principe de
moindre courbure de Gauss ([3], chapitre 1, paragraphe 2, ou [18], chapitre 9, paragraphe
105), équivalent aux principes de Holder et de d’Alembert-Lagrange. On ne développera
pas cette méthode ici, la comparaison de différents principes pour I'obtention des équations
du mouvement n’étant pas I’objet principal de ce travail. Le lecteur intéressé par ce sujet
pourra se reporter a [4].

3.4. Expression des équations en coordonnées locales.

On consideére une carte de M dans laquelle les coordonnées locales sont notées (z¢),
1 < i< m=dimM, et une carte de S dont les coordonnées locales sont notées (s%);
on numeérotera ces dernieres de maniere un peu particuliere, en imposant & 'indice « de
vérifier p+1 < a < m, avec p = m — dim S; cette convention se révelera commode dans la
suite. On suppose la projection m(U) du domaine U de la carte considérée de M contenue
dans le domaine V de la carte considérée de S. Dans ces cartes, I’application 7 a pour
expression
s =m%z, ..., 2™), p+l<a<m.

On note (z*, v") les coordonnées locales dans la carte de T M associée & la carte considérée
de M.



On supposera que la courbe paramétrée donnée o : [t1,ta] — S, représentant ’évolu-
tion de I’état des liaisons actives imposée par l'opérateur, a son image contenue dans V.
Son expression dans la carte de S considérée est

t— (s* =0%(1)), p+l<a<m.

Soit ¢ : [t1,t2] = M une courbe paramétrée différentiable dont I'image est contenue dans
U. Dans les cartes considérées, cette courbe et son relevement canonique dans T'M ont
pour expressions respectives

dct(t)

t (2' =c(t), et t— (28 =c(t), v' = p”

), 1<i<m.

Soit w : [t1,%3] — T'M une variation infinitésimale de ¢ & extrémités fixées (w(t1) =
w(tz) = 0). Dans les cartes considérées, elle a pour expression ¢ — (z° = c'(t), v = wi(t)).
D’apres (9), <(5I(c), w> a pour expression

(51(c), w) = —/tt zz; (%(‘;}Li gj) wi(t) dt (19)

Appliquons le principe de Holder. On doit tout d’abord exprimer que c est compatible
avec les liaisons, ce qui en coordonnées locales s’écrit

(c(t)) =0%(t), p+1<a<m, tE€t,to]. (20)

On doit encore exprimer que <51 (o), w> est nul pour toute variation infinitésimale w de c,
a extrémités fixées, compatible avec les liaisons, ce qui en coordonnées locales s’exprime
par
T (c(t ‘
Z%w’(t)zo pour tous t € [t1,t2], p+1<a<m. (21)
x
=1
Le lemme fondamental du calcul des variations et la théorie des multiplicateurs de Lagrange
montrent que c satisfait le principe de Holder (donc est un mouvement du systéme) si et
seulement s’il existe des fonctions A\, du temps t, p+ 1 < a < m, telles que pour tout %,
1< <m,
d L 0L - on
—— - — — Aa—— =0. 22
Z * 9t ( )

a=p+1
Ce sont les équations de Lagrange avec multiplicateurs. On doit bien entendu considérer
que dans ces équations, z = (z¢), v = (v%), sont remplacés, respectivement, par (c'(t)) et

(dc;it) > t € [t1, ta].

3.5. Cas de coordonnées locales adaptées.

L’application w : M — § étant une submersion, on peut au voisinage de chaque point
de M et au voisinage de la projection de ce point sur S, trouver des coordonnées locales
(%), 1 <i<m, et (s%), p+1<a<m,de manitre telle que 7 ait pour expression

(z%) > (s* = z9).
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En d’autres termes, on peut faire en sorte que

%zt ..., 2™) = 2%, p+l<a<m, (23)
et par suite

on® o .

axizéi, 1<i<m, p+1<a<m. (24)

Les équations (20) exprimant que ¢ est compatible avec les liaisons s’écrivent maintenant
c*(t) = o“(t), t€ti,ta], p+1<a<m, (25)

tandis que les équations de Lagrange avec multiplicateurs (22) deviennent

d 0L oL
— - — - = 1< < 2
Qi vt ogi 0 powr lsisp, (26)
d 0L oL
I < a< .
T oo~ Bga Ao pour p+1<a<m (27)

Les équations (26), jointes aux équations (25) exprimant les liaisons, déterminent le
mouvement (au moins lorsque le langrangien est suffisamment régulier). Une fois celui-ci
déterminé, les équations (27) donnent les valeurs des multiplicateurs de Lagrange A,. La
connaissance de ceux-ci est utile pour le calcul de la puissance des forces de liaison, qui a

pour expression
do®

4. Les équations du mouvement dans le formalisme hamiltonien

On suppose pour simplifier le lagrangien L hyper-régulier [1], [6], c’est-a-dire tel que la
transformation de Legendre £ : TM — T*M qu’il définit soit un difféomorphisme. Cette
hypotheése pourrait d’ailleurs étre affaiblie (voir exemple 8.5 ci-apreés). Le hamiltonien
H : T*M — R est défini par

H=(i(Z)dL—L)oL™", (29)

ou Z désigne le champ de vecteurs de Liouville sur T'M.

4.1. Expression des équations en coordonnées locales.

On considere une carte de M et une carte de S, ainsi que les cartes associées de TM
et de T*M. Les notations utilisées sont celles du paragraphe 3.4. On a déja indiqué en
(10) Pexpression de la transformation de Legendre £ au moyen des coordonnées locales
(zt,v*) sur TM, (x%,p;) sur T*M. Celle du hamiltonien est

H(z,p) = Zpivi — L(z,v), (30)
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en considérant qu’au second membre, v = (v') est exprimé au moyen de x = (z?) et de
p = (p;) grace & L~ On remarque que, pour tout i (1 < i < m),

OH(z,p) _  0L(z,v)

— = —~ 31
or® or’ (31)
OH ,
($7p) - (32)
Opi
‘ i
Comme v* = T cette équation donne la premieére équation de Hamilton
dz* OH
dt Op;
D’autre part, les équations de Lagrange avec multiplicateurs (22) deviennent
dpi OH <~k On°
= —— Aa—— - 34
dt Fraa az::l * Ot (34)

C’est la seconde équation de Hamilton avec multiplicateurs. Les équations de Hamilton
(33) et (34), jointes aux équations (20) exprimant les liaisons, déterminent le mouvement
du systeme.

4.2. Cas de coordonnées locales adaptées.

Comme au paragraphe 3.5, on suppose ici les coordonnées locales adaptées a la sub-
mersion 7 : M — §. On utilise les mémes notations que dans ce paragraphe. En dérivant
par rapport a t ’équation (25) exprimant les liaisons on obtient

dxz® do®
@ _ 99 1<a<m. 35
i @ Prisasm (35)

En tenant compte de ces relations dans les m — p derniéres équations de Hamilton (34), le
systéme de Hamilton (33), (34) peut s’écrire

dxi_aﬂ
dt _8pi :
our 1<i<p, 36
dp _ 0H - *
dt  Oxt
do® H
%_%:0 pour p+1<a<m, (37)
dp, OH
EJ“a?:Aa pour p+1<a<m. (38)
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do
Dans (37), le terme s est connu, puisque la loi d’évolution o de I'état des liaisons

actives en fonction du temps est imposée par I'opérateur. Cette équation doit étre utilisée
afin de déterminer les coordonnées locales p, (p +1 < a < m) en fonction des z*, z%,
o o . . . :
p; et des quantités connues Te ce qui est souvent possible, au moins localement (voir
hypothése paragraphe 5). Portant ces expressions de p, dans les équations (36), on obtient
un systeme d’équations qui suffit & déterminer le mouvement (les équations (38) ne sont pas
nécessaires pour cela, elles servent seulement a déterminer les multiplicateurs de Lagrange

Aa)-

5. Une expression géométrique intrinseque des équations du mouvement

Soit VM = ker(Tw) le sous-fibré vertical (relativement & la submersion 7 : M —
S) du fibré tangent TM. Soit V*M le fibré dual de VM. On sait qu’il s’identifie au
quotient de T*M (fibré cotangent & M) par son sous-fibré (VM)?, annulateur de VM
(fibré des 1-formes sur M nulles sur VM). On a donc une projection canonique ( :
T*M — V*M. On sait que V*M possede une structure naturelle de variété de Poisson
[8] pour laquelle ¢ est une application de Poisson: en effet V*M s’identifie au qotient
de T*M par le feuilletage engendré par les champs de vecteurs hamiltoniens dont les
hamiltoniens sont images réciproques (par la projection composée T*M — M — S) de
fonctions différentiables sur S. On note q : V*M — M la projection canonique (déduite
par quotient de la projection canonique T*M — M) et on pose * = wroq : V*M — S.
On supposera pour simplifier que pour tout état s € S des liaisons actives, ’espace de
configuration My = 7~ 1(s) pour des liaisons fixées dans I’état s est connexe. On voit alors
que S s’identifie a I'ensemble des feuilles symplectiques de la variété de Poisson V*M,
car pour tout point s € S, 7~!(s) est une feuille symplectique de V*M canoniquement
symplectomorphe a ’espace des phases T* M, du systeme lorsque les liaisons sont figées
dans l'état s. Soit T'm : TM — TS le prolongement aux vecteurs de la submersion
w: M — S, n*(TS) le fibré de base M image réciproque par 7 du fibré tangent T'S de base
S, et Tr : TM — n* (T'S) le morphisme de fibrés correspondant & T'w. En le composant
avec la transformation de Legendre inverse L1 :T*M — TM, on obtient une application
TrnoL~':T*M — w*(TS), fibrée au dessus de 'identité de M (mais pas nécessairement

lindaire sur chaque fibre). De méme, l'application ((,Tro L™Y) : T*M — V*M & n*(TS)
est fibrée au dessus de l'identité de M. On fera dans la suite I’hypothese suivante.

Hypothése. L’application (C,ﬁr oL™YH : T*M — V*M @ 7*(TS) est un difféomor-
phisme.

Remarques.

1. Dans les coordonnées locales adaptées des paragraphes 3.5 et 4.2, (z%, %, p;),
1 <21<p,p+1< a< m, sont des coordonnées locales sur V*M, et la projection
¢:T*M — V*M a pour expression (z°, 2%, p;,pa) — (2%, 2%, p;). De méme, (z¢, 2%, v?)
sont des coordonnées locales sur 7*(T'S) et Dapplication T : TM — 7*(TS) a pour
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expression (zf, 2%, v, v®) = (2, 2% v*). Enfin (2, 2%, p;, v®) sont des coordonnées locales

sur V*M @ 7*(TS), et I'application ((,Two L™Y) : T*M — V*M & n*(T'S) a pour
) . . 0H (x,

expression (z', 2%, p;, pa) — (*, %, p;, v*), avec v* = #

Do

2. L’hypothese ci-dessus n’est pas toujours vérifiée, méme lorsque le lagrangien L est

hyper-régulier. Considérons par exemple le cas o M = R? (coordonnées z!,z?), S = R,
la projection 7 étant (z!,z?) — x%. Prenons pour lagrangien

L(z,v) = v'?. (39)

La transformation de Legendre a pour expression (z!,z2, v, v?) — (21, 22,p1 = v%,ps =
v1); c’est un difféomorphisme. Le hamiltonien H a pour expression

H(z,p) = p1p2 - (40)

L’application (C,ﬁroﬁ_l a pour expression (z1,z2,py, p2) — (z1, 2%, p1,v% = p1); ce n'est
pas un difféomorphisme.

3. Cependant, cette hypothese est automatiquement vérifiée si L est un lagrangien
classique, de la forme

1
L(x,v)zng(v,v)—P(x), reM,veT,M, (41)

ou g est une métrique riemannienne et P une fonction différentiable sur M. Dans les
coordonnées locales adaptées des paragraphes 3.6 et 4.2, la métrique g a pour expression

9o(v,0) = Y giv' v +2 ) giavv® + Y gapv®P, (42)

(4,9) (4,2) (a,8)

ou ¢ et j prennent les valeurs 1,...,p, o et B les valeurs p+ 1,...,m. Les g;j, gia et
gap sont fonctions des coordonnées locales (z*, z®). La métrique étant définie positive, la
matrice (m — p) x (m — p) formée par ses composantes gop est inversible. Il est facile d’en

déduire que (¢, Tro L71) est un isomorphisme de fibrés vectoriels de base M.

Comme au paragraphe 3, on suppose que 'action de 'opérateur sur I’état des liaisons
actives est décrit par une courbe paramétrée différentiable o : [t1,t3] — S. Le mouvement
du systéme est décrit par une courbe paramétrée différentiable c : [t1,t2] — M telle que

d
m(c(t)) = o(t) pour tout ¢ € [t1,t3]. On note d_;: : [t1,t2] — TM le relévement naturel
de
de c dans le fibré tangent a M. On compose — avec la transformation de Legendre

L:TM — T*M et avec la projection ¢ : T*M — V*M. On obtient ainsi une courbe

~ & . , , .
paramétrée c = (o Lo o : [t1,t2] = V* M, qui représente I’évolution, au cours du temps,
de I’état dynamique du systeme, compte tenu de 1’évolution imposée aux liaisons actives.

12



do(t)

dt
T, S I’évolution infinitésimale (dérivée par rapport au temps) de cet état a 'instant ¢, im-

Pour tout t € [tq,ts], on note s; = o(t) € S 'état des liaisons actives et §; = €

posés par 'opérateur. En composant le difféomorphisme (¢, Tro L71)~1 avec application
injective z — (z, T (st)) de la feuille symplectique 7~1(s;) C V*M dans V*M & n*(TS),
on obtient une immersion injective y;, : 7~ 1(s¢) — T*M, qui dépend évidemment du choix
de $;. Dans les coordonnées locales adaptées des paragraphes 3.6 et 4.2, cette immersion a
pour expression (z*, 2%, p;) — (2*, %, p;, Pa), Ol les p, sont obtenus en résolvant 1’équation

8H($i,xa,pi,pa)

e (43)

sy =

Soit Xy le champ de vecteurs hamiltonien sur 7*M, relativement a sa structure
symplectique canonique, associé au hamiltonien H. C’est le champ de vecteurs définissant,
dans la formulation hamiltonienne, le mouvement libre du systéme (mouvement lorsque
les liaisons actives sont laissées complétement libres). On restreint ce champ de vecteurs a
I'image de I'immersion x;,, et on projette cette restriction sur V*M, par le prolongement
aux vecteurs de la projection ¢ : T*M — V*M. On obtient ainsi un champ de vecteurs
Dy, le long de la sous-variété 7~ 1(s;) de V*M (qui, en général, n’est pas tangent i cette
sous-variété). On remarque que la projection de D;, sur S est automatiquement égale au
vecteur $; € T, S.

Proposition. Pour tout t € [ty,t3], on a
de(t o
Y by, (60) (44)

Cette proposition exprime le fait que le champ de vecteurs D;, le long de la sous-variété
7~ 1(s¢) représente 1’évolution infinitésimale de 1’état dynamique du systéme & I'instant ¢.

Démonstration.

Les équations de Hamilton (36), (37) et (38) ne font qu’exprimer, dans les coordonnées
locales adaptées des paragraphes 3.5 et 4.2, la construction géométrique de D;, décrite ci-
dessus. 0

Remarque. On a construit ci-dessus, pour tout ¢ € [t1,%2], un champ de vecteurs
Dy, le long de la sous-variété 7 1(s;) de V*M. Cela ne nous donne pas un champ de
vecteurs partout défini sur V*M. Si I'on souhaite décrire I’évolution infinitésimale du
systéme au moyen d’'un champ de vecteurs partout défini sur un espace d’évolution, on
peut considérer 'image réciproque o*(V*M) de V*M (considéré comme fibré sur la base
S, par la projection 7) par application o : [t1,t3] — S. On voit que o*(V*M) est fibré
sur [t1,t2] et muni d’une structure canonique, au sens de Lichnerowicz [9]. En prenant
pour chaque instant ¢ € [¢1, 2] 'image réciproque par o du champ de vecteurs Dy, le long
de 771(s;), on obtient un champ de vecteurs, noté o*(D), partout défini sur o*(V*M), se

projetant sur [t1,t3] en le champ constant e Par la méme méthode que celle utilisée plus
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loin (théoréme du paragraphe 6), on montre que o*(D) est un champ de vecteurs canonique
au sens de Lichnerowicz [9], qui définit ’évolution infinitésimale de 1’état dynamique du
systeme. Cette approche avait été déja utilisée en [10] pour la description des systemes
mécaniques a liaisons dépendant du temps.

6. Propriétés de la dynamique

Dans cette partie, au lieu de raisonner sur ¢*(V*M) comme dans la remarque précé-
dente, on suppose un champ de vecteurs Y donné sur S. L’opérateur agit sur les liaisons
actives de maniere telle que I’évolution o : t — o (t) de leur état au cours du temps soit une
courbe intégrale de Y. La construction décrite dans le paragraphe précédent permet alors
de définir, pour tout point s € S, un champ de vecteurs Dy (,) le long de la sous-variété
771(s) de V*M. La réunion de ces champs de vecteurs le long des feuilles symplectiques
de V*M est un champ de vecteurs Dy sur V*M, appelé champ dynamique, car la courbe

N dc . , , .
paramétrée ¢ = (o Lo u dans V*M qui représente I'évolution, au cours du temps, de

I’état dynamique du systeme, est une courbe intégrale de Dy. On remarque que Dy est
projetable sur S et a pour projection Y.

Proposition. Pour tout champ de vecteurs Y sur S, le champ de vecteurs dynamique
correspondant Dy sur V*M est un automorphisme infinitésimal de Poisson. Lorsque Y est
identiquement nul, c’est-a-dire lorsque les liaisons actives sont figées, le champ dynamique
correspondant, noté Dy, est hamiltonien (relativement & la structure de Poisson de V*M ),
donc tangent au feuilletage symplectique.

Démonstration. Soit x : V¥*M — T*M Dapplication composée de ({,Tmo L71)71:
V*M & n*(T'S) — T*M et de I'application injective z (z, W*Y(%(Z))) de V*M dans

V*Men*(TS). On pose H=Ho Xx- Dans les coordonnées locales adaptées du paragraphe

4.2, H (xt, x%, p;) s’obtient en remplacant dans H (z°, z%, p;, po) les p par leurs expressions
en fonction des (z*, 2%, p;) tirées de

8H('/BIL7 xa7 pi7pa)
8p5

= YP(2?). (45)

On a donc

8_ﬁ(xi,$a’pi) . 8H(a:i,x“,pi,pa) + i 8H(.’Ei,$a,pi,pa) 8])’3

ox oxr P Opg oxr
OH (zt, %, p;i, Pa) i Opg
= LANSE AL E YA (z2)==E
ox* + (2 )8331 ’
B=p+1

et, de méme,




Comme les Y#(2%) ne dépendent que des coordonnées 2%, non des (z¢, p;), on peut écrire

8-H('T23 "L'aapiapa) 0 T/ i« “ a
63:" = (9.’137’ H($ y L api) - Z Yﬁ (.77 )pﬂ 9
B=p+1

OH (x*, 2%, p;, p 0 ~ . " o
( : Of) = H(.’B , L ap’t) - E Yﬂ(m )pﬂ ;
op; opi Pt

en considérant bien entendu que les p, sont remplacés par leurs expressions en fonction des

oOH H
(zt, 2%, p;). Observons cependant que les dérivations partielles — (resp., O —) figurant

or’
dans les membres de gauche de ces équations doivent étre calculées pour z¢, pj;, p, et xk
(k # i) constants (resp.,z’, %, p, et pr (k # i) constants), avant remplacement des p,,
par leurs expressions en fonction des (z%, 2%, p;).
Les équations de Hamilton (36) peuvent donc s’écrire

dz? 0 ~ 7
T ACED R

dt op;
B=p+1
’ (46)
dp;
B yh8
dt 8$" Z Ps
B=p+1
Comme on a, d’autre part,
dx®
= =Yy 47
dt 7 ( )
le champ de vecteurs Dy a pour expression
ye_— Y#
- v (A 3 v )
a=p+1 =1 B=p+1
(48)
0
}/ﬂ —_
(- £ )]
B=p+1
Or le tenseur de Poisson de V*M a pour expression
A= . 49
Z op; 8:[:" (49)

Dans le domaine de la carte considérée, le champ de vecteurs Dy s’exprime donc comme

somme de E Yo —
a=p+1

, qui est un automorphisme infinitésimal de Poisson de V*M,

ore
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transverse aux feuilles symplectiques, et du champ de vecteurs hamiltonien associé a H —

m

Z Yy? pg, qui est aussi un automorphisme infinitésimal de Poisson de V*M, tangent
B=p+1
aux feuilles symplectiques. Dans le cas particulier ou Y est nul, le champ de vecteurs
correspondant Dy est hamiltonien (relativement a la structure de Poisson de V*M) et a

pour hamiltonien H. [

Remarque. La décomposition du champ dynamique Dy utilisée dans la démonstration
ci-dessus, en somme d’un champ de vecteurs transverse aux feuilles symplectiques et d’un
champ hamiltonien taugent aux feuilles symplectiques, est locale; elle dépend du choix des
cartes de M et de S adaptées a la submersion 7 utilisées dans la démonstration. On verra
ci-dessous que dans le cas d’un systéme mécanique classique, il existe une décomposition
globale remarquable du champ dynamique Dy-.

7. Cas d’un systéme mécanique classique
On suppose maintenant que le systeme considéré est un systéme mécanique classique,
1
dont le lagrangien L est de la forme (41). Le terme 9e (v,v) est I’énergie cinétique du

systéme et la fonction P(z) son énergie potentielle. La métrique g permet de définir, de
maniére naturelle, une forme bilinéaire symétrique © sur le fibré vectoriel 7*(T'S). En
effet, pour tout point x € M, l'orthogonal de V, M = ker(T, ) relativement & g, est un
supplémentaire de V, M dans T, M. Par suite, la restriction de T, 7 a cet orthogonal est
un isomorphisme de cet orthogonal sur Ty (,)S. On peut donc définir © en posant

O (m*uy, ™ ug) = gz (v1,v2), T €M, uyetug € Tr()S, (50)

ol m*u; et m*uy sont deux éléments de la fibre en = de 7*(T'S) correspondant aux vecteurs
u1 et up tangents en 7(x) & S, et ol v1 et vy sont les vecteurs tangents en x & M orthogonaux
au sous-espace vertical V,M = ker(T,m) (relativement & g,), et tels que T,7w(v1) = uq,
Twﬂ' (’Uz) = U2.

Comme dans le paragraphe précédent on suppose un champ de vecteurs Y donné sur
M. On peut alors définir une fonction Ky : M — R en posant, pour tout x € M,

Ky (2) = 50, (1" (Vo). 7 (Vage)) (51)

La fonction Ky s’interpréte, dans une certaine mesure, comme [’énergie cinétique
des liaisons actives. Par un léger abus de notations, on notera encore Ky : V*M — R
I’application composée de Ky et de la projection canonique ¢ : V*M — M. On note Xk,
le champ de vecteurs hamiltonien sur V*M (pour la structure de Poisson canonique de
cette variété) qui lui est associé. On peut alors énoncer:

Théoréme. Pour tout champ de vecteurs Y sur S, le champ de vecteurs dynamique
correspondant Dy s’exprime comme somme de trois termes:
Dy =Dy — Xk, + H(Y). (52)
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Le premier terme Dy est le champ dynamique correspondant au cas o1 Y est identiquement
nul. Le second terme —Xg, est 'opposé du champ de vecteurs hamiltonien sur V*M
associé a la fonction Ky (énergie cinétique des liaisons actives). Le troisiéme terme H(Y)
est le reléevement horizontal du champ de vecteurs Y sur S relativement a une connexion
d’Ehresmann [5] sur le fibré ™ : V*M — S, appelée connexion dynamique, entiérement
déterminée par la submersion m : M — S et par la métrique riemannienne g sur M.

Démonstration. On utilise les coordonnées locales adaptées du paragraphe 4.2, les
indices latins 4, j, ... prenant les valeurs 1,...,p, et les indices grecs «, 3,... les valeurs
p+1,...,m. Pour alléger I’écriture, on utilise dans la suite la convention d’Einstein
(sommation par rapport aux indices apparaissant une fois en position basse et une fois en
position haute). On note (gij, 9ig, gaj, gap) les composantes de la matrice représentant la
métrique g, et (g%, g*%, g®, g*#) les composantes de la matrice inverse. Le lagrangien L
et le hamiltonien H ont pour expressions

L= (gijvivj + ngivﬂ + gajvavj + gagvavﬂ) - P,

H = —(g""pip;j + 9" pips + 9% papj + 9°°papp) + P.

N = DN =

On note B, les composantes de la matrice inverse de la matrice formée par les g%8. On
vérifie aisément que les ©,3 sont bien les composantes de la forme bilinéaire © sur le fibré
vectoriel 7*(T'S) dont on a donné ci-dessus une définition intrinseque.

L’équation (45) s’écrit maintenant, compte tenu de la symétrie de g,

OH -
VP = % = gzﬂpi + gaﬂpa )
d’ou .
Do = @ag(YB — g’ﬁpi) }

La fonction H a donc pour expression
~ o~ 1 B
H:H0+§®aﬂY Y”,

ou on a posé

~ 1 .. 4 .

Hy = (9" = g"*©apg™ )pip; + P
On remarque que dans le cas particulier ou Y est nul, H se réduit A ro. Par suite I;To,
tout comme H, est une fonction définie de maniere intrinseque sur V*M, qui ne dépend
pas du choix des cartes dans lesquelles on I’a exprimée. B

La fonction (localement définie, dans les cartes considérées) H — Y *p,, qui intervient

dans Pécriture (46) des équations de Hamilton, peut s’écrire sous la forme

- - , 1
H—-Y%q = Hy+ @a,@glﬂpiya - i@agyayﬁ .
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En remarquant que les composantes de g et de © ne sont fonctions que des coordonnées
locales (z*, z®), et que les Y® ne sont fonctions que des (z%), on voit que les équations de
Hamilton (46) peuvent s’écrire

dCC aHO

z,BYQ
At Op; p9
dp; 8H0 B(G)aggkﬁ) 1 P 004p
= ———~ —p YO ~—FF L T yeyr—_—_=F |
dt ozt Pk ozt + 2 ozt

Le champ de vecteurs dynamique Dy peut donc s’écrire

Do — 0Hy 0  0Hy 0
v Op; Ort Ozt (9pz

8(@aﬁ9ﬂk)i)

of O 0
+Y <—+@agg ok = — Pk i Bp:

aa

00 0
lyays99as 0
+ 2 ozt Op;

On voit que Dy est somme de trois termes. Le premier,

OH, 0 8H0 0
op; ori Oz 8}0Z

n’est autre que Dy, champ dynamique dans le cas particulier ou les liaisons sont bloquées.
Le troisieme terme, quadratique par rapport aux Y, s’écrit

00,3 0
YaYﬂ of
ox’ 8pZ

Mais la fonction Ky, définie par (51), a pour expression
1 a8
Ky = 50aY°Y".

Elle n’est fonction que des coordonnées (z¢,z®). Par suite le troisieme terme, qui s’écrit

oy o
0zt Opt’

n’est autre que —X g, . Ce terme est donc défini de maniere intrinseque, indépendamment
du choix des cartes dans lesquelles on I’a exprimé.

Puisque le premier et le troisieme terme de Dy, ainsi que Dy lui-méme, sont définis
de maniére intrinseque, il en est de méme de son second terme. Celui-ci a pour expression

0 0 3(Ous™) 0 )

ye (_+®aﬁg P (53)

aa
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Il dépend linéairement des Y*, et se projette sur S selon le champ de vecteurs Y. C’est
donc le relevement horizontal de Y relativement a une connexion d’Ehresmann sur V*M.
L’espression (53) montre que cette connexion est entierement déterminée par la submersion
7 et la métrique riemannienne g sur M. 0

Afin de donner une définition intrinseque de la connexion dynamique sur le fibré
m:V*M — S, on remarque que la métrique riemannienne g permet de définir, de maniere
naturelle, une connexion d’Ehresmann sur le fibré « : M — S, qu’on appellera connezxion
cinélique (car elle est définie au moyen de I’énergie cinétique). Par définition, pour tout
point x de M et tout vecteur u € Ty(4)S, le relevement horizontal de u au point x rela-
tivement a la connexion cinétique est I'unique vecteur v € T, M orthogonal (relativement
a la métrique g) au sous-espace vertical V, M = ker(T,7), tel que T,m(v) = u. On a alors:

Proposition. La connexion dynamique est caractérisée par les deux propriétés suiv-
antes.

1. Pour tout z € V*M et tout u € T;(Z)S, le relévement horizontal de u au point z
relativement & la connexion dynamique a pour projection (par Tq) sur M le relévement
horizontal de u au point x = q(z) relativement a la connexion cinétique.

2. Le relévement horizontal sur V* M, relativement a la connexion dynamique, de tout
champ de vecteurs Y sur S, est un automorphisme infinitésimal de la structure de
Poisson de V*M, tangent a la section nulle de q : V*M — M.

Démonstration. Soit z € V*M, u € T;(Z)S. On utilise les coordonnées locales

adaptées du paragraphe 4.2. D’apres (53), le relevement horizontal de u au point z a pour
expression

Bi 0 a(@aﬂgﬂj) 2

ozt DT gy 8_m>'

0
Hu)=u*(-—+6
(w) = (8:1:“ apg

La projection v de H(u) sur M a pour expression

0 o,
— O .. 4"
ve (83:0‘ o83 8$i> '

. ; 0 s
Soit w = w'—— un vecteur vertical, élément de ker(T,m). On a

ox*
9(v,w) = (9ij9apg”* + gaj)uw’ .
Mais puisque (Qijagw,gaj,gaﬂ) est la matrice inverse de (gij, 9i8, 9aj> 9aB),
939" + gxj9™? =67 =0,
d’ott on déduit, puisque (O4p) est la matrice inverse de (g*P),
9ii9°Opa + 92j9"Osa = 919" Opa + gaj = 0.
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Compte tenu de la symétrie de g et de ©, ceci prouve que
g(v,w)=0.

Le vecteur v est donc bien le relevement horizontal de uw au point x relativement a la
connexion cinétique.

Pour tout champ de vecteurs Y sur S, Dy est un automorphisme infinitésimal de
la structure de Poisson de V*M. Comme Dy et Xg, sont aussi des automorphismes
infinitésimaux de cette structure, il en est de méme de H(Y) = Dy — Dy + Xk, . De plus,
Pexpression (53) montre que H(Y') est tangent a la section nulle de ¢ : VM — M.

On a donc prouvé que la connexion dynamique vérifie les propriétés 1 et 2. Soit H’
I'opérateur de relevement horizontal relativement a une autre connexion d’Ehresmann sur
le fibré w : V*M — S, vérifiant aussi ces deux propriétés. Pour tout champ de vecteurs
Y sur S, H (Y) — H(Y) est un automorphisme infinitésimal de Poisson tangent aux fibres
de q : VM — M. C’est donc un champ de vecteurs localement hamiltonien dont le
hamiltonien local n’est fonction que des coordonnées locales (z*,z®) sur V*M, non des
coordonnées locales (p;). Puisqu’il dépend linéairement de Y, son expression locale est de

la forme oW 8
Yo —F -
ox* Op;
ol les W, sont fonctions des (z*,z%). Mais de plus, H'(Y) — H(Y) doit s’annuler sur la

section nulle de g : V*M — M. L’expression ci-dessus montre alors qu’il est identiquement
nul. 0O

8. Quelques exemples

On se propose de montrer dans ce paragraphe que divers systéemes mécaniques a
liaisons actives rencontrés en pratique, notamment les exemples cités dans I'introduction,
relevent du formalisme développé dans ce travail.

8.1. Enfant sur une escarpolette.

[’espace de configuration du systéme est une variété différentiable sur laquelle le cercle
T! agit librement. Cette action correspond 3 la rotation en bloc de I'escarpolette et de
I’enfant autour de ’axe horizontal de ’escarpolette. La variété diffrentiable S est I’ensemble
des orbites de cette action, et la submersion 7 est I’application qui, & chaque point de M,
associe l'orbite de ce point. La variété S représente I’ensemble des formes possibles du
corps de 'enfant et des positions relatives de I'enfant par rapport a ’escarpolette.

On suppose que le centre de masse du systéme n’est jamais situé sur ’axe de I'escar-
polette. Il existe alors une section globale de la submersion « : M — S, qui, a chaque
point s € S, fait correspondre le point de 771(s) pour lequel le centre de masse du systéme
est situé le plus bas possible. Cette section permet d’identifier M au produit 7' x S, la
submersion 7 s’identifiant & la projection sur le second facteur. On utilisera une carte
locale quelconque de S et on notera (s*) les coordonnées locales correspondantes (2 < a <
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m = dim S + 1). Les coordonnées locales sur M = T' x S sont donc (6, s%). Elles sont
adaptées a la submersion 7 au sens des paragraphes 3.5 et 4.2. On notera (0, s®, w,v®) les
coordonnées locales correspondantes sur TM. Le lagrangien L du systeme est de la forme
(41), avec

P(0,s) = —D(s)cosf. (54)
On posera
gll(s) = I(S) ’ gla(s) = gal(s) - Ja(S) ’ (55)
d’ou expression de L
1
L0, s w,v*) = §I(s)w2 + Jo (8)wv™ + gap(s)v®vP 4+ D(s) cos . (56)

On remarque que les coefficients I, J,, gog de la métrique riemannienne g ne dépendent
que des variables s = (s®), non de la variable 6, car le cercle T! agit sur M par isométries.
Le terme D est lui aussi fonction seulement des variables s = (s%); il représente le produit
de l'accélération de la pesanteur et de la distance du centre de masse du systeme a ’axe
de l'escarpolette.

8.2. Chat en chute libre.

L’espace de configuration est une variété différentiable M = E x N, produit de I'espace
euclidien E de dimension 3 et d’une autre variété N. Le facteur E correspond a ’ensemble
des positions possibles du centre de masse GG du chat dans ’espace, et le facteur N a
I’ensemble des formes et des orientations possibles du corps du chat une fois la position du
centre de masse fixée. On choisira arbitrairement une origine O dans E afin de pouvoir le
considérer comme un espace vectoriel. On notera zg le vecteur @, y un point courant
de N; (zg,y) désigne donc un point courant de M.

Le groupe G des déplacements de I'espace euclidien de dimension 3 agit librement sur
M. Ce groupe est produit semi-direct de F (sous-groupe des translations) et de SO(3)
(sous-groupe des rotations). On notera (I,r),l € E, r € SO(3), un élément de G. L’action
de G sur M s’exprime par

l,r).(zg,y) = (l + r.xg, p(r, y)) , (57)

o p: SO(3) x N — N est une action libre du groupe des rotations sur la variété N
(correspondant a la rotation en bloc du corps du chat autour de son centre de masse).

La variété S est ici 'ensemble des orbites de ’action de SO(3) sur N: c’est ’ensemble
des formes que peut prendre le corps du chat, indépendamment de sa position et de son
orientation dans l’espace.

On sait que I'énergie cinétique du systeme est somme de 1’énergie cinétique d’un point
matériel de masse m égale a la masse totale, coincidant avec le centre de masse, et de
I’énergie cinétique du mouvement relatif du systeme par rapport au repere du centre de
masse (repére en translation par rapport auquel le centre de masse est fixe). D’autre part,
I’énergie potentielle du systeme dans le champ de pesanteur ne dépend que de la position
du centre de masse. Le lagrangien L du systéme est donc de la forme

1 1
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ou d est le produit de l'altitude du centre de masse au dessus d’un plan horizontal de
référence, de la masse m du systeme, et du module de 'accélération de la pesanteur. Le

terme 2 gn (v, vn) est Pénergie cinétique du mouvement relatif du systéme par rapport au

repere du centre de masse; gy est une métrique riemannienne sur la variété N invariante
par Paction p de SO(3), et vy désigne le vecteur tangent & N représentant la distribution
des vitesses relatives du systéme par rapport au repere du centre de masse.

L’expression du lagrangien L permet de retrouver un résultat bien connu: le systeme
des équations du mouvement se sépare en deux parties, correspondant I’'une au mouvement
du centre de masse, ’autre au mouvement relatif par rapport au repere du centre de masse.

La premiere partie est
2

7
m dt? + graﬁ d(zg) =0, (59)
tandis que la seconde partie est formée par les équations de Lagrange associées au lagrang-

en 1
LN = EQN(UN,UN) . (60)

On est ainsi ramené a appliquer la méthode développée au paragraphe 4 au systeme
réduit, dont ’espace de configuration est N et le lagrangien Ly. La projection 7: N — §
est maintenant 1’application qui associe a chaque point de N son orbite sous 'action p du
groupe SO(3).

8.3. Satellite artificiel.

Lorqu’on suppose les dimensions du satellite petites aupres de son altitude au dessus
de la terre, on peut admettre que son énergie potentielle dans le champ attractif terrestre
ne dépend que de la position de son centre de masse. On voit alors que le lagrangien L
du systéme est de méme forme que celui du chat en chute libre (la fonction d(zg) ayant
cependant une expression différente). Ici encore, le systéme des équations du mouvement
se sépare en une partie correspondant au mouvement du centre de masse et une partie
correspondant au mouvement relatif par rapport au repere du centre de masse. Pour ce
mouvement relatif, le probleme du satellite artificiel & liaisons actives est donc équivalent
au probleme du chat en chute libre.

8.4. Anneau sur un cerceau.

Dans les trois exemples dont ’étude est esquissée ci-dessus, la fonction Ky, définie
par ’équation (51), est constante sur chaque feuille symplectique de V*M. Par suite, le
terme — X k., qui apparait dans la décomposition (52) du champ de vecteurs dynamique en
somme de trois termes, est identiquement nul. On va donner un exemple, précédemment
étudié par Aharonov et Anandan [2], dans lequel Xk, est non nul.

Le systéme considéré est constitué par un cerceau (tige mince rigide formant une
courbe fermée plane différentiable, pas nécessairement circulaire) sur lequel est enfilé un
anneau. Cet anneau, de dimensions négligeables, est assimilé a un point matériel P de
masse m; il peut coulisser sans frottement sur le cerceau. L’opérateur controle la position
du cerceau dans un plan (qu’on supposera horizontal, pour que la pesanteur n’intervienne
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pas dans le probléme), mais non la position de 'anneau sur le cerceau. Pour simplifier, on
supposera que ’ensemble des positions possibles du cerceau dépend d’un seul parametre:
l'opérateur peut faire tourner ce cerceau en bloc autour d’un point O de son plan. On
supposera le cerceau de forme étoilée autour de O (cela signifie que toute demi-droite du
plan issue de O coupe le cerceau en un point unique, U'intersection étant transverse). On
choisit un point A lié au cerceau, et une orientation du plan, ce qui permet de repérer la
configuration du systéme au moyen de deux paramatres:

— Pangle 8 = (OA,OP),
— l'angle 8 que fait OA avec une direction de référence.

La variété de configuration M est donc un tore de dimension 2, et la variété S un tore
de dimension 1. La projection = : M — S s’exprime par (6, 3) — . On remarque que S
est, comme dans les exemples précédents, ’ensemble des orbites d’une action d’un groupe
sur M. Dans le cas présent, le groupe qui agit est le cercle; mais cette action ne correspond
pas, comme dans les exemples précédents, a la rotation en bloc du systeme autour d’un
axe ou d’un point; elle correspond plutot au déplacement de 'anneau P le long du cerceau.

En pratique, pour repérer la position de P sur le cerceau, il est plus commode d’utiliser,
plutot que ’angle 6, 'abscisse curviligne € de P a partie de l'origine A. On doit considérer
¢ comme définie modulo ! (longueur du cerceau). L’angle # est une fonction différentiable
de & dont la dérivée ne s’annule en aucun point. La distance r = OP est aussi une fonction
différentiable de &, a valeurs strictement positives.

Le lagrangien L du systéme a pour expression

L= om(r8 (0 + B)?) + 515", (61)

On a noté (¢, ) les coordonnées locales sur M, (&,3,€, ) les coordonnées locales cor-
respondantes sur TM, r’ et 6’ les dérivées, respectivement de r et de 6, par rapport a
&, m la masse de P et I le moment d’inertie du cerceau par rapport au point O. On
vérifie d’ailleurs que I n’apparait pas dans les équations finales, ce qui est en accord avec
le fait que l'opérateur impose la position du cerceau; on ne I’a introduit que pour rendre
le lagrangien hyper-régulier.

Le hamiltonien H du systéeme a pour expression

1 I+mr? 9
— 2729’ +pg? ), 62
2T ) ( Pe pepp + 1 (62)

ol on a noté (&, 3,pe,pg) les coordonnées locales sut T*M associées aux coordonnées
locales (&, B) sur M.

Conformément aux hypotheéses et notations du paragraphe 7, on suppose que ’'opé-
rateur controle le mouvement du cerceau de maniere telle que 1’évolution de I’angle 3 en
fonction du temps soit une courbe intégrale de I’équation différentielle

dp
- =Y (8®)-
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La fonction Ky définie par (51) a pour expression

Ky(€.5) = 5 (I +m*r®)(¥(8)) (63)
Les équations du mouvement s’écrivent
det) _ lpg —r?0'Y (B(t)),
d d(tt) " m 2 (64)
LS = (20 ey (B0)) + 5 () (Y (B®) )

ot on a noté ' la dérivation par rapport a £. Les trois termes de la décomposition (52) du
champ de vecteurs dynamique Dy sur V*M sont donc:

Dy = %pg%, (65)
0 0 0
H(Y)=Y(B) (% — r29'8—§ + (r%0")'pe 8—}7§> , (66)
0
“Xiey = 5 (V(9) (67)

On remarque que p¢ est le produit par m de la mesure de la projection orthogonale
de la vitesse absolue de I'anneau sur la tangente au cerceau, et que Ky est la somme de
I’énergie cinétique du cerceau et de la partie de I’énergie cinétique de 'anneau associée a
la composante normale au cerceau de sa vitesse.
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