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SUR UNE VARIETE SYMPLECTIQUE™"

Summary: Ler b and & be two bamiltonian actzons of a Lie group G respectwely on
the symplectzc manifolds (M, Q) and M',Q),x bea pomt of M and x' a
point of M'. We say that ® and ¥ are equivalent at (x, x') when there exists
an equivariant symplectic diffeomorphism of a G-mvanant open nengborbood of
x onto a G-equivariant open neighborbood of x', which maps x on x'. We de-
fine the notion of characteristic elements of a bamzlttmmn action at a given point,
and we show that when © and € are equwalent at (x,x') then the characteris-
tic elements of ® at x and of ¥ at x', are the same. We show that undersome
additional assumptions, this necessary condition for equivalence is also sufficient.
Finally, we study the existence of a symplectic manifold (M, Q) , of a point x of
M and of a bamiltonian action ® of a given Lie group G on (M, ), which
admits at x some given characteristic elements. Under some assumptions, we give
an explicit model of bamiltonian action which solves this problem. Results are used
for classifying bamiltonian actions of the rotation group SO (3) .

1. Généralités, description des problémes étudiés et énoncé des résultats.

1.1. Soit G un groupe de Lie connexe agissant 4 gauche sur une variété sym-
plectique connexe (M, 2), par une action &®: G XM > M . Pour tout élé-
ment g de G, on note ®, le difféomorphisme de M :

xHCIfg x)=P(gx),(x M),

Classificazione per soggetto: 53B99, 53C99, 22E70
(*) Conferenza tenuta il 5/4/1984.
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et pour tout élément X de l'algtbre de Lie 4 de G, on note X, le
champ de vecteurs sur M (dit champ de vecteurs fondamental associ¢ a X)),
défini par:

d
X, (%)= o @ (exp (—'tX), %)l ,_,

On rappelle que I'action ¢ est dite symplectique si, pour tout g€ G:
=9,

et qu’elle est dite bamiltonienne si elle est symplectique et si de plus, pour
tout élément X de 4 |, le champ de vecteurs X, ~est globalement hamil-
tonien. Dans ce cas, il existe une application différentiable J: M > %* (dual
de %), telle que, pour tout X € ¥ :

i(X,,)Q=-d<]X>;

cette application J est appelée moment de I’action hamiltonienne & ; elle
n'est pas unique: une autre application J, de M dans ¥* est aussi un
moment de 'action @, si et seulementsi J;—J est constante. Souriau [10]
a montré qu’il existe une action affine unique a, de G sur @*, ayant
pour partie linéaire I’action coadjointe Ad*, pour laquelle le moment J
est équivariant, c’est-a-dire vérifie, pour touts g€ G , x€ M :

J@@Ex)=a, (g J ().

L’action 4, a pour expression:

0
a, (g H=Ad;E+T0(®), GEG, E€ 47,
oun 0:G™>%* estun l-cocycle symplectique de G.

Un autre moment J;=J +u (avec u constante, élément de ¢* )
est équivariant pour I’action affine 4, , associée au 1-cocycle symplectique:
1

6,=6 +ou,
ol du désigne lel-cobord de G, a valeurs dans & * .

au(g)-:u—Adg*u , @€G).
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1.2. On suppose désormais l’action ¢ hamiltonienne, et on en choisit un
moment J. Soit x un point de M . On pose:

G, ={gE€EGIP(gn=x};N, = {®(gx)lgEG};
Jx)=te g*
G, ={g€Gla,(g ©)=E}; 0, = {a,(g, )| gE€G).

En raison de I’équivariance de [, le groupe d’isotropie G_ de x est
un sous-groupe fermé du groupe d’isotropie G, de £ , quilui-méme est un
sous-groupe fermé de G . On notera ¢, et & ¢ les algebres de Lie, re-
spectivement, de G etde G, .

L’espace tangent en x al’orbite N_ est:

T,N,={X, ®)IXEY )

et son orthogonal symplectique est (Abraham et Marsden [1], Marsden et
Weinstein [9]) :

orth (T, N, )=ker T J.

On sait que la restriction & orth (T, Nx) de la 2-forme Qx (valeur
de £ en x) a pour noyau T, N North (T N_). Par projection sur
'espace quotient:

H=orth (T N_)/T, N_North (T N,)

on en déduit donc une 2-forme symplectique L, sur I’espace vectoriel H.
Pour tout élément g de G, ®, estun difféomorphisme symplecti-
que de M laissant le point x fixe, donc T, @ est un automorphisme
de I'espace vectoriel symplectique (T M, £ ). Cet automorphisme laisse
invariants les sous-espaces vectoriels T N, et orth(T, N_), donc aussi
leur intersection. Par quotient, il détermine donc un automorphisme A, de
I'espace vectoriel symplectique (H,S2,). L’application p,qui a chaque
elément g de G_ , associe I'automorphisme Py de (H, 2,), estun ho-
momorphisme de G dans le groupe symplectique Sp (H, Q).

1.3. Définition. Avec les notations précisées ci-dessus, on appelle famille d’élé-
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ments caractéristiques de I’action hamiltonienne ¢ au point x , la famille:
0-0t, G, , (H Q),0)
constituée par le cocycle symplectique:
| 6-0t: g0 (@) +AE,

le sous-groupe d’isotropie G, du point x, I'espace vectoriel symplectique
(H, ), et 'homomorphisme p de G, dans le groupe symplectique
Sp (H,£2,,) .

1.4. Remarque, Les éléments caractéristiques de 'action ¢ au point x ne
dépendent pas du choix du moment J del’action & : en effet si ’on rem-
place J par J, =]+ p(u constante ¢élément de 4 %), 0 est remplacé
par 0, =0 +0u, et § par & =& +u, de sorte que l'on a 6, — 0§, =
0 —of .

De méme, le sous-groupe d’isotropie G, du point £, pour I’action
affine a, , ne dépend pas du choix du moment J; G, n’est autre que le
sous-groupe d’isotropie de I’origine pour I'action-affine a,_;, :

G, = (gE€Gla, g¥)=1={g€Gla,_,, (§0)=0].

La donée des éléments caractéristiques de l'action hamiltonienne @ au
point x , suffit donc pour déterminer G, .

1.5. Définition. Soient (M,Q) et (M', ') deux variétés symplectiques
connexes, & et &' deux actions hamiltoniennes d’'un méme groupe de Lie
G , respectivement sur (M,£2) et M',Q"), x unpointde M et x' un
point de M’. On dit que les actions ® et @' sont équivalentesen (x, x"),
sl existe un difféomorphisme symplectique G-équivariant ¢ d’un voisina-
ge ouvert G-invariant U* de x dans M, sur un voisinage ouvert G-inva-
riant U’ de x' dans M',appliquant x sur x'.

1.6. Remarques.
1°) Si les actions & et &' sont équivalentes en (x,x'), les sous-
groupes d’isotropies G_ de x et G, de x' sont égaux; l'orbite N
X X X
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de x est contenue dans 'ouvert G-invariant U de M , et 'orbite Nx',
de x' dans l'ouvert G-invariant U’ de M'; le difféomorphisme sym-
plectique ¢ applique N, sur N/, .

2°) On pourrait définir une relation d’équivalence légérement moins
restrictive en admettant la possibilité de modifier I’action ®' en la compo-
sant avec un automorphisme du groupe G . Les résultats établis plus loin
s’adapteraient sans difficulté & une telle définition.

On étudiera dans ce qui suit les deux problémes suivants.

1.7. Probleme d’équivalence. Peut-on donner des conditions nécessaires et suf-
fisantes d’équivalence de deux actions @ et @' en (x,x'), au sens de la
définition 1.6?

1.8. Probléme d’existence. Soient G un groupe de Lie, 6 un l-cocycle
symplectique de G , ¢ un élément du dual ¥* de l'algébre de Lie ¢ de
G, G, un sousgroupe fermé du groupe d’isotropie G, de & pour
lactlon affine a, , (H, §2,,) un espace vectoriel symplecthue de dimension
2b, et p un homomorphlsme de G, danslegroupe symplectique Sp(H, ,,) .

Existe-t-il une variété symplecthue (M,Q2) , une action hamlltomenne P
de G sur cette variété, et un point x de M, tels que la famille d’éléments
caractéristiques de 'action @ au point x soit (6 —df, G, , (H,QH) ,P)?

Les principaux résultats établis ci-aprés sont les suivants. Certains de ces
résultats avaient été précédemment exposés, soux une forme différente, en

[8].

1.9. Proposition, Les hypotheses et notations étant celles de la définition 1.5 ,
sotlent (0 0%, G, (HSQ,),p) et (8'-0¢, G, H, Q) , p)) les é&é&
ments caractéristiques (1.3) respectifs de’action & au point x, et de I’action
®'au point x’. Si @ et ¥’ sont équivalentes en (x, x'), les trois condi-
tions suivantes sont vérifiées.

1. 0—-0t=0"-0¢".
2. G_=G_,.
3. 1l existe un isomorphisme symplectique ¢ de l’espace vectoriel

symplectique (H, §2,,) sur lespace vectoriel symplectique (H/ Q D,
tel que pour tous gEG ,YEH:
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Y (o, @D =0, W ).

1.10. Proposition. Les hypotheses et notations étant celles de la définition
1.5 et de la proposition 1.9, on suppose les conditions 1 a 3 de la proposition
1.9 satisfaites. On suppose de plus les deux contitions supplémentaires suivan-
tes satisfaites. )

4. 1l existesur M et M' des connexions linéaires invariantes, respecti-
vement, par les actions ® et ®' du groupe G.

5. Les orbites N, du point x et N,/ du point x' sont des sous-
variétés, respectivement de M etde M.

Alors, les actions @ et @' sont équivalentesen (x,x') .

1.11, Proposition. Soient G un groupe de Lie connexe, 6 un 1-cocycle
symplectique de G , £ un élément du dual ¥* de l'algébre de Lie & de
G, G, unsous-groupe fermé du groupe d’isotropie G, du point £ (pour
l'action affine a4, de G sur 4* , ayant pour partie linéaire I’action coa-
djointe, associée au cocycle 0), (H, ,) un espace vectoriel symplectique
de dimension 2k, et p unhomomorphisme continu de G_ dans le grou-
pe symplectique Sp (H,£2,,) . On suppose satisfaite la condition:

‘6. L’algebre de Lie 4, du sous-groupe G, , possede un supplémen-
taire dans & , invariant par 'action adjointe du sous-groupe G_ .

Alors il existe une variété symplectique connexe (M, &) , une action
hamiltonienne ® de G sur cette variété, et un point x de M, tels que
la famille d’éléments caractéristiques de ’action @ au point x soit (6 —
—0¢,G_, (H, §),p) . De plus, la variété symplectique (M, ) et ’action
& vérifient les conditions 4 et 5 de la proposition 1.10.

1.12. Remarques

1°) Lorsque le groupe de Lie G est compact, les condition 4, 5 et 6 des
propositions 1.10 et 1.11 sont vérifiées; de plus, tout 1-cocycle symplectique
de G estun cobord.

2°)Dans les hypothéses de la proposition 1.11, soit ®' une autre
action hamiltonienne de G sur une variété symplectique (M', Q'), et x'

un point de M’ , tels que la famille d’éléments caractéristiques de @' au
point x' soit. (0 — 3§, G_,(H Qy),p) . Si M, Q) et &' vérifient les






